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Vroče valjanje jekla je kompleksen fizikalen proces, ki zahteva sklopljeno termo-elasto-
plastično obravnavo. V okviru magistrskega dela smo v obstoječe programsko okolje,
s katerim na brezmrežni način rešujemo parcialne diferencialne enačbe, implementi-
rali modul, ki omogoča iterativno reševanje nelinearnih elasto-plastičnih problemov.
Predpostavili smo von Misesov model izotropnega utrjevanja v približku majhnih de-
formacij. Za krajevno diskretizacijo smo uporabili lokalno kolokacijsko metodo z po-
liharmoničnimi radialnimi baznimi funkcijami. Za reševanje konstitutivnih enačb smo
implementirali algoritem projekcije na najbližjo točko. Algoritem smo verificirali na
primeru natezno obremenjene kocke. Rešitev smo primerjali z rezultati komercialnega
paketa Abaqus in ugotovili dobro ujemanje. Razviti algoritem lahko uporabimo kot
osnovo za vgradnjo v simulacijski sistem za vroče valjanje.
ix
x
Abstract
UDC 004.942:519.876.5:621.771(043.2)
No.: MAG II/712
Development of a meshless numerical model for solving three-
dimensional elasto-plastic problems
Gašper Vuga
Key words: numerical modelling of processes
thermo-mechanical systems
meshless numerical methods
radial basis functions
return mapping alghoritm
hot rolling
Hot rolling of a steel is coplex physical proccess that requires coupled thermo-elasto-
plastic treatment. In this master thesis we implemented a module in the existing
software environment, with which we solve partial differential equations in a meshless
manner, that allows iterative solving of nonlinear elasto-plastic problems. We have
assumed von Mises model with isotropic hardening and small strain approximation. For
space discretization we used local colocation method with polyharmonic radial basis
functions. For solving constitutive equations we implemented closest point projection
alghoritm. We verificated our alghoritm on a case of a tensionally loaded cube. The
solution was compared with commercial package Abaqus and found to have a good fit.
Developed alghoritm can be used as a basis for implementation in a simulation system
for hot rolling.
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2.3.1.3 Določitev koeficientov operatorja za hessiana skalar-
nega polja . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.2.2 APNT za von Misesov model izotropnega utrjevanja . . . . . . . 35
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6 Zaključki . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
Literatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
xiv
Kazalo slik
Slika 2.1: Prikaz transformacije iz nedeformirane v deformirano konfiguracijo
[12]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Slika 2.2: Prikaz napetostnega vektorja [12]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Et Pa tangentni modul
Ep Pa plastični modul
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Do nekega poljubnega izdelka lahko pridemo s sosledjem veliko različnih izdelovalnih
postopkov kot so npr. ulivanje, tiskanje, odrezovanje in preoblikovanje. V okviru tega
dela nas zanima izključno preoblikovanje, pri katerem imamo nek začetni surovec, ki ga
v nadaljevanju preoblikujemo z različnimi postopki. To pomeni, da mu trajno spreme-
nimo obliko v želeni končni izdelek. Pri izdelavi orodja, s katerim bomo preoblikovali
surovec, nas zanima, kako bomo surovec v čim manj korakih s čim manǰsim vložkom
energije preoblikovali v končni izdelek. Torej želimo proces preoblikovanja optimirati.
Ker je proces odvisen ne samo od preoblikovalnih postopkov, ampak tudi od lastnosti
materiala, moramo te poznati. Določimo jih z eksperimenti. Če želimo proces preobli-
kovanja numerično modelirati ter v naprej predvideti ustrezne preoblikovalne parame-
tre in geometrijo orodja, moramo poznati, kako se material odzove pod obremenitvijo.
Ustrezni fizikalni koncept opisuje mehanika kontinuuma s katero popǐsemo fenome-
nološko obnašanje materiala [1]. V delu nas zanima predvsem plastično preoblikovanje
kovin. Glede na to bomo privzeli ustrezne elasto-plastične fizikalne predpostavke.
Ker so elasto-plastični problemi samo v nekaterih primerih analitično rešljivi, smo v
delu za reševanje uporabili naslednji sklop numeričnih metod. Za krajevno diskre-
tizacijo smo uporabili brezmrežno lokalno kolokacijsko metodo z radialnimi baznimi
funkcijami (LKMRBF) [2]. Za časovno diskretizacijo smo uporabili Eulerjevo metodo.
Ker so problemi v splošnem nelinearni, smo za reševanje uporabili iterativno Newton-
Rhapsonovo metodo.
1.2 Cilji naloge
V okviru Laboratorija za simulacijo materialov in procesov (LSMP) na Inštitutu za
kovinske materiale in tehnologije ter Laboratorija za dinamiko fluidov in termodinamiko
(LDFT) na Fakulteti za strojnǐstvo, Univerze v Ljubljani se razvija simulacijski sistem
za numerično modeliranje termo-mehanike vročega valjanja jekla [3], [4], [5]. Pri tem
je kot numerični postopek uporabljena LKMRBF, pri čemer so diskretizacijske točke
po domeni postavljene regularno na podlagi eliptičnega generatorja točk. Pri tem je
privzet dvodimenzionalen opis na podlagi potujoče rezi. Popis jekla v tem trenutku
temelji na idealno plastičnem približku.
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Uvod
Cilj tega dela je razvoj numeričnega modela, s katerim lahko na brezmrežni način
rešujemo probleme elasto-plastičnosti. Pri tem kot osnovo uporabimo v LSMP razvit
programski paket [6], [7] s katerim bomo robne probleme računali z uporabo LKMRBF
na domenah, ki so diskretizirane z homogenizirano-naključno postavljenimi diskreti-
zacijskimi točkami. Model bo omogočal izračun tro-dimenzinalnih problemov z veliko
mero splošnosti v smislu enostavne izbire in zamenjave utrjevalnih modelov. Razviti
model bo osnova za posodobitev simulacijskega sistema vročega valjanja z bolj reali-
stičnim mehanskim modelom jekla.
V nadaljevanju bomo najprej predstavili teoretična izhodǐsča mehanike kontinuuma,
ki predvsem zadevajo popis elasto-plasto mehanike. Nato bomo predstavili modela
s katerim rešimo enačbe elasto-plastičnosti. Sledi natančni opis razvite numerične
metode, s katero rešujemo zastavljene enačbe. Sledil bo opis numerične implementacije
razvitega algoritma ter njegovo delovanje. Na koncu bomo algoritem verificirali na
podlagi primerjave s komercialnim paketom Abaqus [8].
2
2 Teoretične osnove
Numerično modeliranje elasto-plastičnosti zahteva dobro razumevanje elasto-plastičnih
pojavov ter njihovo primero matematično formulacijo. V tem poglavju bomo predstavili
osnovno potrebno teorijo ter numerične metode, ki jih potrebujemo za reševanje elasto-
plastičnih problemov. Pri predstavitvi formulacij se bomo opirali na naslednje vire [9],
[10] in [11].
2.1 Linearna elastičnost
V tem poglavju bomo izpeljali osnovno teorijo linearne elastičnosti v okviru majhnih
deformacij. Določene korake, ki smo jih izpeljali v diplomskem delu [12] bomo izpustili.
2.1.1 Definicija tenzorja specifičnih deformacij
Pri opazovanju telesa, ki ga lahko v prostoru togo premikamo, togo rotiramo in defor-
miramo, bomo opazovali samo prispevek deformacije. Vpeljemo vektor pomika u(r),
ki označuje spremembo lege v prostoru posamezne točke v telesu, ki jo označimo s
krajevnim vektorjem r. V okviru obravnave deformacije je v tem delu pomembna
predpostavka, da se med deformacijo znotraj telesa ne pojavijo razpoke ali luknje.
Opazujemo dve generični točki P in Q, ki sta podani s krajevnima vektorjema r1 in r2 v
nedeformirani konfiguraciji Ω, kot je prikazano na sliki 2.1. Deformirano konfiguracijo
označimo z Ω′.
Ker deformacijo povzroča sprememba dolžin in kotov opazujemo razliko kvadratov
razdalj: |dr′|2 − |dr|2, kjer je dr′ = dr + ∂u
∂r
dr oz. dXi = dxi +
∂ui
∂xk
dxk. Tu so dxi
komponente dr ter dXi komponente dr
′. Od tod torej dobimo:
|dXi|2 − |dxi|2 = 2
[
1
2
(
∂ui
∂xk
+
∂uk
∂xi
)
+
1
2
∂ul
∂xk
∂ul
∂xl
]
dxidxk. (2.1)
Členu znotraj oglatih oklepajev pravimo tenzor specifične deformacije. Ker imamo
opravka z majhnimi specifičnimi deformacijami lahko nelinearni člen zanemarimo, torej
je tenzor definiran kot:
εik =
1
2
(
∂ui
∂xk
+
∂uk
∂xi
)
oz. ε =
1
2
(
∇u+∇uT
)
. (2.2)
3
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Ω
Ω
0
r1
r2
r
0
1
r
0
2
dr
dr0
duu(r
1)
x1
x2
x3
P
Q
P 0
Q0
u(r
2)=u(r
1 + dr)
Slika 2.1: Prikaz transformacije iz nedeformirane v deformirano konfiguracijo [12].
Tenzor specifične deformacije ima naslednje lastnosti. Izven diagonalne komponente
predstavljajo spremembo oblike oz. spremembo kotov deformiranega elementa. Di-
agonalne komponente predstavljajo relativne raztezke v posamezni smeri normalne
obremenitve, vsota le teh pa relativno spremembo volumna.
∆Ω
Ω
= ∇ · u = trεik = ε11 + ε22 + ε33. (2.3)
Tenzor je poleg tega tudi simetričen εik = εki.
2.1.2 Definicija tenzorja napetosti
Notranje sile, ki se v telesu inducirajo kot posledica zunanjih obremenitev (volumskih
ali površinskih), predstavimo kot površinsko obtežbo (le to imenujemo napetost) na
izbrano ploskev.
F1
F2
F3
F1
F2
F3
q
q
r
A
Rf
n
n
Rf
Slika 2.2: Prikaz napetostnega vektorja [12].
Vektor napetosti, določen z normalo n, ki deluje na navidezni ploskvi v telesu, defini-
ramo kot:
t(n)(r) = lim
A→0
Rf
A
, (2.4)
4
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kjer Rf predstavlja rezultanto sil, ki delujejo na ploskvici A, kot je prikazano na sliki
2.2 desno. Transformacijo, ki nam za izbrano točko r, ter normalo navidezne ravnine
n v telesu, vrne napetostni vektor, imenujemo Cauchy-jev napetostni stavek:
t(n) = σTn, (2.5)
kjer je σ Cauchy-jev tenzor napetosti.
Za nek delček zveznega sredstva dΩ, z robom Γ in območjem Ω lahko zapǐsemo rav-
notežno enačbo za stacionarno stanje:∮
Γ
tdΓ +
∫
Ω
fdΩ = 0, (2.6)
kjer je f telesna sila, ki deluje po celotnem volumnu delčka dΩ. Z uporabo Gaussovega
izreka in zveze 2.5 dobimo:∫
Ω
(∇ · σT + f)dΩ = 0. (2.7)
Velja torej, da je vrednost znotraj integrala enaka nič:
∇ · σT + f = 0. (2.8)
Z izpeljavo ravnovesja vrtilne količine ugotovimo, da je σ simetričen: σ = σT . Lastnim
vrednostim tenzorja σ, pravimo glavne napetosti {σ1, σ2, σ3}, lastnim vektorjem, ki so
med seboj ortogonalni, pa smeri glavnih napetosti.
2.1.3 Zveza med napetostjo in deformacijo
Ker opazujemo linearno elastično gradivo je zveza med napetostjo in deformacijo line-
arna in sicer preko tenzorja elastičnih konstant 4. reda:
σij = Cijklεkl. (2.9)
Tenzor C lahko zapǐsemo kot linearno kombinacijo tenzorjev 4. reda:
Cijkl = λFijkl + αGijkl + βHijkl, (2.10)
kjer so:
Fijkl = δijδkl,
Gijkl = δikδjl,
Hijkl = δilδjk.
(2.11)
Od tod sledi:
σij = λδijεkk + (α + β)εij, (2.12)
kjer je εkk = tr(ε) ter α + β = 2G. Od tod dobimo Hookov zakon v splošno znani
obliki:
σij = λδijεkk + 2Gεij. (2.13)
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Enačbo imenujemo tudi konstitutivna zveza za linearno elastično snov. Konstanti λ
in G (strižni modul) imenujemo Laméjevi konstanti, ki ju lahko izrazimo z Youngovim
modulom E in Poissonovim količnikom ν:
G =
E
2(1 + ν)
, (2.14)
λ =
νE
(1 + ν)(1− 2ν)
. (2.15)
V tej izpeljavi smo tenzor specifičnih deformacij označevali z ε, kasneje, ko bomo govo-
rili tudi o plastični deformaciji, bomo tenzor specifičnih deformacij zaradi elastičnega
odziva natančneje označili z εe.
V primeru enoosne obremenitve predstavlja Youngov modul zvezo med vzdolžno nape-
tostjo σ∥ in vzdolžno specifično deformacijo ε∥: σ|| = Eε∥. Poissonov količnik pa zvezo
med prečno ε⊥ in vzdolžno ε∥ specifično deformacijo: ε⊥ = −ε∥ν.
2.1.4 Navier-Lamé-jeve enačbe in robni pogoji
Ker želimo v okviru linearne elastičnost izpeljati parcialno enačbo, ki jo bomo nu-
merično reševali, združimo med seboj ravnovesno enačbo 2.8, konstitutivni zakon 2.13
ter definicijo specifične deformacije 2.2. Torej v ravnovesno enačbo:
∇ · σ + f = 0, (2.16)
vstavimo konstitutivni zakon:
∇ · (2Gεij + λεkkδij) + f = 0, (2.17)
v katerega vstavimo definicijo specifične deformacije:
∇ ·
(
2G
1
2
(∇u+∇uT ) + λtr
(
∇u+∇uT
2
))
+ f = 0. (2.18)
Preuredimo in pridemo do zveze:
G∇2u+ (G+ λ)∇ (∇ · u) + f = 0, (2.19)
čemur pravimo Navier-Lamé-jeva enačba, ki predstavlja zvezo med pomiki in obreme-
nitvami. Za reševanje potrebujemo še robne pogoje. Poznamo Dirichletov robni pogoj,
ki je tu predpisana vrednost pomika uΓ = u, Neumanov robni pogoj oz. vrednost na-
petostnega vektorja na robu tΓ = t ter Robinov robni pogoj, ki predstavlja kombinacijo
obojega. Primer predpisa robnih pogojev je podan na primeru kocke v rezultatih na
sliki 5.1.
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2.2 Elasto plastičnost
Ko v obremenitvi dosežemo limito elastičnosti oz. napetost tečenja začne material teči
in se plastično deformirati. V samem materialu prihaja do zdrsov v ter med zrni, ki
se vzpostavijo na drsnih linijah. Napake v kristalih se začnejo premikati in se lahko
združujejo ali izničujejo. S tem se material utrjuje. Za začetek opazujmo enoosno
obremenitveno stanje ter predstavimo fenomene, ki se pri plastifikaciji pojavijo.
2.2.1 Enoosni odziv
Opazujemo sliko 2.3. V območju O-A se vzorec odzove povsem elastično, od tod dalje
pa elasto-plastično.
σ
"
O D E I J
σy0
σy1
σy2 σy3
σf
A
B
C F
G
H
Slika 2.3: Tipičen elasto-plastičen odziv enoosno obremenjenega vzorca.
Ko je vzorec razbremenjen iz točke B v točko D ter ponovno obremenjen, sledi poti D-
B, kjer je odziv popolnoma elastičen. Pravimo, da ima vzorec spomin, saj se elastično
obnaša vse do točke B (dlje kot samo do napetosti σy0). Vse poti O-A, D-B, E-C,
I-G in J-H se vršijo pod enakim naklonom v obe smeri. Ko vzorec enkrat preide v
plastično področje (točka A), pravimo da steče, zato napetosti v tej točki pravimo
napetost tečenja σy. Le ta se tekom obremenjevanja spreminja od točke do točke
(σy0 < σy1 < σy2). Če se napetost tečenja tekom obremenjevanja povečuje (od točke
A do F), pravimo, da se material utrjuje, sicer pa, da se material mehča (od točke F
do H). Za modeliranje utrjevanja/mehčanja potrebujemo pravilo oz. predpis, ki nam
pove kako se material utrjuje - utrjevalno pravilo. Če je napetost tečenja v območju
elasto-plastičnega odziva konstantna pravimo, da se material odzove idealno-plastično.
Ker je elasto-plastičen odziv v splošnem nelinearen analiziramo problem inkremen-
talno, ter zapǐsemo spremenljivke v diferencialni obliki. Opazujemo sliko 2.4 in pred-
postavimo diferencial deformacije kot vsoto elastičnega in plastičnega dela diferenciala
deformacije:
dε = dεe + dεp. (2.20)
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σ
"
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E
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Slika 2.4: Prikaz tangentnega modula in razdelitve deformacije.
Diferencial napetosti je definiran kot:
dσ = Etdε, (2.21)
kjer je Et tangentni modul, ki se spreminja med plastično deformacijo. V primeru
enoosne obremenitve predstavlja Et trenutni naklon σ − ε krivulje.
Če ločimo plastično deformacijo od celotne, lahko zapǐsemo povezavo med εp in σ kot:
dσ = Epdε
p, (2.22)
kjer Ep imenujemo plastični modul in predstavlja trenutni naklon v σ − εp diagramu.
Za elastični del deformacije uporabimo znano zvezo (Hookov zakon):
dσ = Edεe, (2.23)
kjer je E modul elastičnosti. Če upoštevamo dekompozicijo deformacije iz 2.20 sledi:
dσ = E(dε− dεp). (2.24)
Opazujemo sliko 2.3, kjer predpostavimo obremenitveni cikel O-A-B-D. Če bi sedaj
vzorec obremenili na tlak in bi presegli σy v tlaku, bi bil del deformacije zopet elastičen,
del pa elasto-plastičen. Kdaj dosežemo tlačno σy podaja pogoj oz. kriterij tečenja:
|σ| = σy oz. Φ(σ, σy) = |σ| − σy = 0, (2.25)
kjer je Φ(σ, σy) funkcija tečenja oz. plastični potencial. Ko velja, da je funkcija tečenja
enaka nič, pomeni, da je material stekel. V splošnem velja Φ(σ, σy) 6 0. Vrednost Φ
uporabimo za kriterij, kdaj bo material stekel, kar pomeni da poznamo obnašanje do
točke, ko εp ne bo več nič. Kako se od tu εp razvija dalje nam podaja zakon tečenja,
ki ga lahko zapǐsemo kot:
dεp = dγ sign(σ), (2.26)
kjer je γ plastični multiplikator za katerega velja γ̇ > 0 ter Φγ̇ = 0. Le ta je skalarna
vrednost (tudi v splošnem) in nam podaja za koliko se εp spreminja glede na σ.
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Skupno ime za nekatere zgoraj navedene pogoje je pogoji obremenjevanja/razbremenjevanja.
To so pogoji:
Φ(σ, σy) 6 0, γ̇ > 0, Φγ̇ = 0, (2.27)
ki se pojavijo, ko imamo elasto-plastičen odziv.
Kot smo že omenili ter kot lahko opazimo na sliki 2.3, se od točke A dalje napetost
tečenja zvezno spreminja. To spreminjanje definiramo kot funkcijo, ki je odvisna od
akumulirane plastične deformacije:
σy = σy(ε
p). (2.28)
Akumulirana plastična deformacija je definirana kot ε̇
p
= |ε̇p|. Enačbi 2.28 pravimo
utrjevalni model. Če ga primerjamo z enačbo 2.26 sledi:
ε̇
p
= γ̇. (2.29)
Do tu smo predstavili osnovne koncepte, ki jih bomo v naslednjem podpoglavju defi-
nirali splošno za prostorsko zvezno sredstvo.
2.2.2 Splošen 3D odziv
Enačbe, ki smo jih spoznali v eni dimenziji nam predstavljajo osnovne koncepte splošnega
elasto-plastičnega konstitutivnega modela. Ti so :
– dekompozicija deformacije na elastičen in plastičen del,
– elastični zakon oz. Hookov zakon,
– pogoj tečenja podan s funkcijo tečenja,
– zakon tečenja, ki nam podaja evolucijo plastične deformacije,
– zakon utrjevanja, ki nam podaja evolucijo napetosti tečenja.
V nadajevanju predstavimo posplošen opis teh konceptov. Pri nekaterih se bomo dlje
zadržali ter predstavili konkretne zakone, ki jih bomo uporabili v nadaljevanju.
2.2.2.1 Dekompozicija tenzorja specifične deformacije
Kot smo že posebej predstavili za 1D velja splošno aditivna dekompozicija:
ε = εe + εp oz. ε̇ = ε̇e + ε̇p. (2.30)
ε je v splošnem funkcija časa. V našem primeru pa je samo funkcija psevdo časa, saj
odziv ni odvisen od hitrosti obremenjevanja. Psevdo čas nam podaja zgolj odvisnost
od stopnje obremenitve. To je pomembna predpostavka, ki nam služi, da lahko gradivo
inkrementalno obremenjujemo ter v vsakem inkrementu ǐsčemo rešitev.
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2.2.2.2 Potencial proste energije in elastični zakon
Preko termodinamskega potenciala proste energije lahko definiramo konstitutivno zvezo.
Prosto energijo v okviru plastičnosti definiramo kot:
ψ(ε, εp,α), (2.31)
ki je funkcija celotne deformacije ε, plastične deformacije εp in nabora notranjih spre-
menljivk α, ki nam služijo za določitev zakona utrjevanja. Prosto energijo lahko
zapǐsemo po delih kot:
ψ(ε, εp,α) = ψe(ε− εp) + ψp(α) = ψe(εe) + ψp(α), (2.32)
kjer smo kot ψe zapisali elastični prispevek, ki je odvisen od deformacij in notranjih
spremenljivk le kot funkcija elastične deformacije, plastični prispevek pa smo zapisali
kot funkcijo notranjih spremenljivk. Upoštevajoč zgornji zapis proste energije lahko
zapǐsemo Clausius-Duhem-ovo neenakost kot:(
σ − ρ∂ψ
e
∂εe
)
: ε̇e + σ : ε̇p −A ∗ α̇ > 0, (2.33)
kjer je A ≡ ρ∂ψp/∂α termodinamična sila utrjevanja, ρ referenčna gostota (masa na
enoto volumna v referenčni konfiguraciji) ter ∗ operator ustrezno določen glede na rang
tenzorja A in α̇. Iz zgornje neenakosti lahko izrazimo elastični zakon kot:
σ = ρ
∂ψe
∂εe
. (2.34)
Od tod lahko pridemo do osnovne elastične zveze oz. Hookovega zakona:
σ = De : εe, (2.35)
kot smo to že izpeljali v enačbi 2.9, s tem da smo tu z De označili izotropen tenzor
elastičnih konstant.
2.2.2.3 Pogoj tečenja in funkcija tečenja
Podobno kot v 1D nas zanima kdaj bo material stekel oz. kdaj bo dosegel kritično
mejo za nastop tečenja. Ta kriterij lahko izrazimo s funkcijo tečenja, ki je enaka nič,
ko material teče. Funkcijo tečenja, kot smo jo zapisali v enačbi 2.25 splošno, sedaj
zapǐsemo:
Φ(σ,A) = 0, (2.36)
ki je skalarna funkcija napetosti ter termodinamičnih sil utrjevanja. Funkcija tečenja
definira nabor vseh možnih napetostnih stanj v elastičnem področju, kjer je po definiciji
negativna. Vsa možna (elasto-plastična) stanja vključujejo poleg negativnih vrednosti
Φ še limitno vrednost oz. samo funkcijo tečenja Φ = 0. Po definiciji vrednosti večje od
nič niso možne. Kontura funkcije tečenja pri Φ = 0 ima obliko hiperploskve v prostoru
napetosti, ki si jo lahko v nekaterih primerih enostavno predstavljamo, če jo narǐsemo
v prostoru glavnih napetosti (v bazi {σ1, σ2, σ3}), kot je prikazano na sliki 2.5 .
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2.2.2.4 Zakon tečenja ter zakon utrjevanja
Za kompletno karakterizacijo plastičnosti nas zanima evolucija oz. razvoj notranjih
spremenljivk tekom obremenjevanja. Naše notranje spremenljivke so plastična defor-
macija εp ter spremenljivke, ki so povezane z utrjevanjem in jih označujemo s skupno
oznako α. Evolucijo εp ter α v splošnem zapǐsemo:
ε̇p = γ̇N , (2.37)
α̇ = γ̇H . (2.38)
Pri tem je γ plastični multiplikator, kot smo ga že spoznali v okviru enoosne ka-
rakterizacije. N imenujemo vektor tečenja in je v splošnem funkcija napetosti ter
termodinamičnih sil utrjevanja:
N =N (σ,A). (2.39)
Enako velja za H :
H =H(σ,A), (2.40)
ki ga imenujemo generalizirani modul utrjevanja. Evolucijski enačbi 2.37, 2.38 morata
zadoščati tudi pogojem obremenjevanja/razbremenjevanja:
Φ 6 0, γ̇ > 0, Φγ̇ = 0, (2.41)
ki nam podajo, kdaj bodo plastična deformacija ter notranje spremenljivke različne od
nič.
Če povzamemo, naš elasto-plastični konstitutivni model zapǐsemo z enačbami:
1. aditivna dekompozicija tenzorja specifične deformacije:
ε = εe + εp, (2.42)
ali kot:
ε̇ = ε̇e + ε̇p, ε(t0) = ε
e(t0) + ε
p(t0), (2.43)
2. funkcija proste energije:
ψ = ψ(εe,α), (2.44)
kjer je α vektor notranjih spremenljivk utrjevanja,
3. konstitutivna zveza za σ in A:
σ = ρ
∂ψe
∂εe
, A = ρ
∂ψp
∂α
, (2.45)
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4. funkcija tečenja:
Φ = Φ(σ,A), (2.46)
5. zakon tečenja in zakon utrjevanja:
ε̇p = γ̇N (σ,A), α̇ = γ̇H(σ,A), (2.47)
6. kriterij obremenjevanja/razbremenjevanja:
Φ 6 0, γ̇ > 0, Φγ̇ = 0. (2.48)
Zgornje enačbe veljajo splošno. V nadaljevanju bomo predstavili bolj specifične zako-
nitosti. Osredotočili se bomo predvsem na določitev funkcije tečenja, zakon tečenja ter
zakon utrjevanja.
2.2.2.5 Zakon tečenja določen s plastičnim potencialom
V okviru formulacije elasto-plastičnih modelov, zakon tečenja ter lahko tudi zakon
utrjevanja, običajno definiramo s pomočjo plastičnega potenciala, ki ga v splošnem
zapǐsemo kot:
Ψ = Ψ(σ,A). (2.49)
Od tod lahko definiramo vektor tečenja kot:
N ≡ ∂Ψ
∂σ
. (2.50)
Če predpostavimo, da lahko zakon utrjevanja zapǐsemo s pomočjo istega potenciala
sledi:
H ≡ −∂Ψ
∂A
. (2.51)
V okviru takšne formulacije je potrebno zagotoviti, da je Ψ nenegativna in konveksna
funkcija (v obeh spremenljivkah) ter enaka nič v izhodǐsču Ψ(0,0) = 0. S tako definicijo
N in H si ju lahko predstavljamo kot normalna vektorja na ploskev Ψ pri fiksiranem
A (za N ) ter fiksiranem σ (za H).
Za večino duktilnih materialov (tudi v našem primeru) se pogosto predpostavi enakost
plastičnega potenciala ter funkcije tečenja:
Ψ = Φ. (2.52)
Zakonom s tako predpostavko pravimo pridruženi zakoni tečenja. S tem se model
močno poenostavi in omogoča lažji izračun odziva snovi.
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2.2.2.6 Določitev plastičnega multiplikatorja
Kot smo v povzetku splošnega elasto-plastičnega modela zapisali pod točko 6, velja:
Φγ̇ = 0, (2.53)
čemur pravimo komplementarni pogoj. Od tod lahko predpostavimo konsistentni pogoj :
Φ̇ = 0, (2.54)
ki velja, ko imamo plastičen odziv oz. ko je γ̇ ̸= 0. Ob upoštevanju definicije funkcije
tečenja 2.46, zakona tečenja in zakona utrjevanja 2.47 ter elastičnega zakona v časovno
odvisni obliki σ̇ = De : ε̇e = De : (ε̇− ε̇p), izrazimo plastični multiplikator kot:
γ̇ =
∂Φ/∂σ : De : ε̇
∂Φ/∂σ : De :N − ∂Φ/∂A ∗ ρ∂2ψp/∂α2 ∗H
. (2.55)
Določitev plastičnega multiplikatorja predstavlja osnovni problem v elasto-plastičnosti
saj sta od njega odvisni obe evolucijski enačbi za εp in α ter s tem celoten sistem
enačb.
2.2.3 Pogoj tečenja
V tem poglavju se osredotočimo na konkretne najpogosteje uporabljene pogoje tečenja.
Tresc-ov pogoj tečenja
Tresco-v pogoj tečenja predpostavi nastop tečenja v snovi tedaj, ko maksimalna strižna
napetost doseže kritično vrednost τmax = τy. Predpostavka izvira iz opažanj, da nor-
malne komponente napetosti v kovinah ne povzročajo plastičnih deformacij. Maksi-
malna strižna napetost je definirana kot:
τmax =
1
2
(σmax − σmin), (2.56)
pri čemer je σmax = max(σ1, σ2, σ3) se pravi največja glavna napetost ter σmin najmanǰsa
glavna napetost. Tečenje bo torej nastopilo, ko velja:
1
2
(σmax − σmin) = τy(α), (2.57)
pri čemer je τy(α) strižna napetost tečenja določena iz enoosnega nateznega preizkusa
in je funkcija utrjevalne spremenljivke α. Če τy ne bi bila funkcija α, bi s tem določili
zgolj začetno mejo tečenja. S tem ko je le ta odvisna od α pa vključuje zgodovino
obremenjevanja oz. vpliv utrjevanja, kjer se napetost tečenja spreminja. Funkcijo
tečenja Φ(σ) = 0 torej zapǐsemo kot:
Φ(σ) =
1
2
(σmax − σmin)− τy(α) oz. Φ(σ) = (σmax − σmin)− σy(α), (2.58)
pri čemer je σy = 2τy.
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Teoretične osnove
Slika 2.5: Tresco-va in von Mises-ova ploskev tečenja v prostoru glavnih napetosti.
Von Mises-ov pogoj tečenja
Le ta izhaja iz elastične deformacijske energije, ki jo v splošnem definiramo kot:
ψe =
∫
σdε. (2.59)
Lahko jo razdelimo kot:
ψe = ψed + ψ
e
v, (2.60)
kjer sta ψed distorzijski del ter ψ
e
v dilatacijski del:
ρψed =
1
2G
s : s =
1
G
J2, ρψ
e
v =
1
K
p2. (2.61)
Pri tem so G strižni modul, K modul stisljivost, s deviatorični del tenzorja napetosti,
p tlak definiran kot povprečje glavnih napetosti ter J2 druga invarianta tenzorja s.
Dilatacijsi del predstavlja energijo pri spremembi volumna, distorzijski pa energijo pri
spremembi oblike. Zanima nas kdaj bo distorzijska energija dosegla kritično vrednost.
V primeru, ko imamo stanje čistega striga zapǐsemo von Mises-ov kriterij tečenja kot:
J2 = τ
2, (2.62)
pri tem lahko τ določimo iz σy kot τ = σy/
√
3. Od tod zapǐsemo kriterij tečenja kot:√
3J2 = σy(α), (2.63)
kjer levo stran imenujemo tudi von Mises-ova primerjalna napetost. Funkcijo tečenja
pa zapǐsemo kot:
Φ(σ) =
√
3J2 − σy(α) =
√
3
2
s : s− σy(α). (2.64)
Oba kriterija, ki smo ju navedli sta uporabna za kovine, kjer pogoj tečenja ni odvisen
od hidrostatske obremenitve. To v primeru kamnin in zemljin ne drži. Funkciji tečenja
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Teoretične osnove
sta predstavljeni na sliki 2.5 v prostoru glavnih napetosti. Razvidno je, da sta oba
kriterija neodvisna od volumskih obremenitev, saj sta ploskvi vzporedni s hidrostatsko
osjo vzdolž katere se spreminja volumska obremenitev. Poznamo še druge kriterije kot
so Mohr-Coulomb-ov kriterij tečenja, ki se uporablja za kamnine in zemljine, Drucker-
Pragerjev kriterij tečenja, ki je podoben von Misesovemu s tem, da vključuje še člen,
ki upošteva tlačno odvisnost oz. odvisnost od spremembe volumna. V našem primeru
bomo uporabili von Mises-ov kriterij tečenja.
2.2.4 Zakon tečenja
V našem primeru bomo uporabili pridružen zakon tečenja, torej bo evolucija plastične
deformacije podana kot:
ε̇p = γ̇
∂Φ
∂σ
. (2.65)
Tenzor spremembe plastične deformacije bo torej normalen na funkcijo tečenja v pro-
storu napetosti.
S tem, ko smo predpostavili pridružen zakon tečenja je sedaj ta odvisen le še od izbire
funkcije tečenja. Če predpostavimo von Mises-ovo funkcijo tečenja bo vektor tečenja
enak:
N =
∂Φ
∂σ
=
∂
∂σ
(
√
3J2) =
√
3
2
s
||s||
, (2.66)
torej je zakon tečenja enak:
ε̇p = γ̇
√
3
2
s
||s||
. (2.67)
Vektor tečenja v tem primeru imenujemo Prandtl-Reuss-ov vektor tečenja.
2.2.5 Zakon utrjevanja
Utrjevanje predstavlja odvisnost napetosti tečenja od zgodovine plastične deformacije.
V eni dimenziji smo zakon utrjevanja določili kot funkcijo enoosne napetosti tečenja
od enoosne plastične deformacije. V splošnem utrjevanje predstavlja spremembo utr-
jevalnih termodinamičnih sil A med plastičnim tečenjem. To spreminjanje si lahko
predstavljamo kot spremembo lege, velikosti in oblike ploskve tečenja.
Idealna plastičnost
Pri idealni plastičnosti nimamo utrjevanja. V tem primeru je ploskev tečenja konstan-
tna. Enoosna napetost tečenja σy se tekom plastične deformacije ne spreminja. Model
idealne plastičnosti je uporaben za primere analize stabilnosti, analize mejnih obreme-
nitev ter analize preoblikovanja pri posebnih pogojih, npr. valjanje jekla pri povǐsani
temperaturi [5].
Izotropno utrjevanje
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Pri izotropnem utrjevanju se med plastifikacijo elastična meja enako poveča v nateg in v
tlak, kot lahko vidimo na sliki 2.6 desno. Vidimo tudi, da se ploskev tečenja ne translira
ali spreminja oblike ampak med tečenjem samo spreminja velikost. Nabor notranjih
spremenljivk utrjevanja α je odvisen od materiala samega. Pri izotropnem utrjevanju
α predstavlja eno skalarno vrednost s katero podamo, kako se radij ploskve veča (radij,
ker imamo v mislih von Mises-ov model, kot je prikazano na sliki 2.6). V okviru
izotropnega utrjevanja poznamo dva različna modela, ki sta odvisna od izbire notranjih
spremenljivk utrjevanja. To sta deformacijsko utrjevanje in energijsko utrjevanje, ki
sta lahko v določenih primerih ekvivalentna.
Pri deformacijskem utrjevanju za izbiro notranje spremenljivke utrjevanja predposta-
vimo primerno mero deformacije. Tipičen primer je von Mises-ova efektivna ali ekvi-
valentna ali tudi akumulirana plastična deformacija, definirana kot:
ε̇
p
=
√
2
3
ε̇p : ε̇p, (2.68)
oz. glede na Prandtl-Reuss-ov vektor tečenja:
ε̇
p
= γ̇. (2.69)
Pri von Mises-ovemu modelu utrjevanja je torej napetost tečenja funkcija akumulirane
plastične deformacije:
σy = σy(ε
p). (2.70)
To funkcijo, ki definira utrjevalno krivuljo, lahko določimo eksperimentalno iz enoo-
snega nateznega preizkusa.
σ1 σ2
σ3 σ
"
Slika 2.6: Izotropno utrjevanje. Levo sta začetna (manǰsi krog) in nadaljnja (večji
krog) ploskev tečenja. Desno je prikazana analogija iz enoosnega nateznega preizkusa
V našem primeru predpostavimo, da je enačba 2.70 linearna. Imamo torej linearno
utrjevanje oblike:
σy(ε
p) = σy0 +Hε
p, (2.71)
pri čemer je σy0 napetost tečenja pri še ne utrjenem materialu ter H linearni izotropni
utrjevalni modul definiran kot H = ∂σy/∂ε
p.
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Kinematično utrjevanje
Pri kinematičnemu utrjevanju se ploskev tečenja premika v prostoru s tem, da ohranja
obliko in velikost. V okviru enoosnega preizkusa to pomeni, da ko enkrat dosežemo
neko utrjevanje v nategu ter nato utrjujemo v tlak bomo napetost tečenja v tlaku
dosegli prej. Običajno se realna gradiva obnašajo kot kombinacija obeh, izotropnega ter
kinematičnega utrjevanja. V našem primeru bomo uporabili samo izotropno utrjevanje.
Zapǐsimo še strnjen sistem enačb, ki jih bomo reševali in sicer za primer von Mises-ovega
modela z linearnim izotropnim utrjevanjem.
– razdelitev deformacije: ε = εe + εp,
– linearen elastičen zakon: σ = De : εe,
– pogoj tečenja:
√
3J2 = σy(α), pri čemer je α = ε
p,
– ploskev tečenja: Φ(σ, σy) =
√
3J2(s(σ))− σy(εp),
– zakon tečenja: ε̇p = γ̇
√
3
2
s
||s|| ,
– zakon utrjevanja: σy(ε
p) = σy0 +Hε
p, pri čemer velja še ε̇
p
= γ̇
2.3 Potrebne numerične metode
V tem podpoglavju bomo predstavili elemente numerične metode, s katero rešujemo
elasto-plastične probleme.
2.3.1 Reševanje robnih problemov z LKMRBF
Lokalna kolokacijska metoda z radialnimi baznimi funkcijami (LKMRBF) je bila prvič
predstavljena v [13]. Izkazala se je za učinkovito pri reševanju različnih fizikalnih
modelov kot so na primer prevod toplote [13], linearna termoelastičnost v dveh di-
menzijah [7], makrosegregacija v jeklenih drogovih [14], temperaturno gnano gibanje
tekočin s prostimi površinami [15], kontinuirano ulivanje jekla [16] in aluminija [17],
sklopljena termo-elastičnost [6], valjanje jekla [5] itd. LKMRBF temelji na Kansovi
metodi [18], s tem, da se od nje razlikuje po tem, da je aproksimacija po območju iz-
vedena lokalno. Lokalna aproksimacija omogoča reševanje na podlagi kvadratne redke
matrike. V nadaljevanju na kratko izpeljemo LKMRBF.
Imejmo splošno podan robni problem:
Ly(r) = f(r), r ∈ Ω,
By(r) = g(r), r ∈ Γ,
(2.72)
pri čemer je L nek linearni diferencialni operator, ki deluje na našo neznano funkcijo
y (r). B je splošen operator na robnih pogojih, ki lahko predstavlja katerikoli tip
robnega pogoja (Dirichletov , Neumannov, Robinov, mešani, itd. ). Rešitev našega
problema predstavlja funkcija y(r), do katere v tem primeru pridemo s kolokacijsko
metodo reševanja problema. V okviru te metode obravnavano območje Ω diskritiziramo
na način, da po območju naključno postavimo točke ter jih v nadaljevanju čim bolj
homogeno uredimo, kot je prikazano na sliki 2.7.
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Ω
Γ
lΩ
h
rl
Slika 2.7: Izbira lokalne poddomene [12].
Izpeljavo začnemo z aproksimacijo y(r) z interpolacijsko vrsto, v splošni obliki:
y(r) =
n∑
j=1
αjΨj(r), (2.73)
Ker gre za lokalno kolokacijsko metodo y(r) aproksimiramo lokalno znotraj lokalnega
podobmočja lΩ. Pri tem za izbrane bazne funkcije Ψ((r)) uporabimo radialne bazne
funkcije (RBF), ki imajo v splošnem obliko Φ(||r− lr||), pri čemer lr predstavlja cen-
tralno točko v lokalni poddomeni, kot je prikazano na sliki 2.7. Ker se pri uporabi RBF
za interpolacijo izkaže, da je interpolacijska matrika le pogojno pozitivno definitna, je
potrebno za zagotovitev dobre pogojenost matrike bazo razširiti z m monomi p(r). V
našem primeru smo uporabili poliharmonične RBF ter m = 5. Lokalno interpolacijo
zapǐsemo kot:
ly(r) =
lN∑
j=1
lαjΦ(||r− rj||) +
lN+m∑
j=lN+1
lβjpj(r) =
lN+m∑
j=1
lαjΨj(r), (2.74)
Zaradi enostavnosti smo zapis skraǰsali. lN predstavlja število točk zotraj lΩ. V okviru
interpolacije želimo torej določiti neznane koeficiente lαj. Imamo torej sistem enačb
oblike:
lN+m∑
j=1
lAij lαj = lγi, i ∈ [1, lN +m] , (2.75)
kjer je lγi vektor znanih vrednosti ly(r) v vsaki točki ri. To, da vektor lγi poznamo,
drži le v okviru interpolacije, na splošno pa so to naše neznanke robnega problema,
katere ǐsčemo v kolokacijskih točkah. Trenutno imamo neznane lγi in lαj.
Predstavimo sedaj kako uporabimo interpolacijo na robnem problemu 2.72. Če 2.74
uporabimo na 2.72, sledi:
L ly(lr) =
lN+m∑
j=1
lαjLΨj(lr), (2.76)
kjer to izpeljemo za vse točke, tudi za robne, pri katerih trenutno ne upoštevamo
operatorja robnih pogojev (B). Kot vidimo operator L deluje zgolj na bazne funkcije.
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Koeficiente lαj izrazimo iz 2.75:
lαj =
lN+m∑
i=1
lA
−1
ij lγi, (2.77)
ter jih vstavimo v 2.75:
L ly(lr) =
lN+m∑
j=1
LΨj(lr)
lN+m∑
i=1
lA
−1
ij lγi. (2.78)
Če preuredimo, pridemo do:
L ly(lr) =
lN+m∑
j=1
lγj lwj, (2.79)
pri čemer so lwj koeficienti operatorja:
lwj =
lN+m∑
j,i=1
LΨj(lr) lA
−1
ij . (2.80)
Kot lahko opazimo iz 2.79, smo delovanje operatorja na funkcijo izrazili kot produkt
neznanih vrednosti in koeficientov operatorja, podobno kot v primeru metode končnih
razlik. Koeficiente operatorja določimo za vsako kolokacijsko točko lr v domeni s
tem, da na robu operator L zamenjamo z operatorjem robnih pogojev B. Ko imamo
določene vse koeficiente operatorja, sestavimo globalno oz. togostno matriko, ki je po
obliki kvadratna in redka. Rešujemo torej sistem oblike:
Ky = f, (2.81)
kjer je K globalna togostna matrika, y vektor neznank v kolokacijskih točkah ter f
vektor znanih vrednosti, ki vsebuje f(r) na Ω ter g(r) na Γ.
Do tu smo metodo izpeljali za robni problem, pri katerem je operator L ohranjal rang
tenzorja ter pri katerem je bila neznana funkcija skalarna funkcija. Ker imamo v našem
problemu poleg skalarnih veličin tudi vektorske in tenzorske ter ker naši operatorji (L)
ne ohranjajo vedno rang tenzorja bomo v nadaljevanju na kratko izpeljali določitev
koeficientov operatorja za tri različne operatorje na različnih fizikalnih poljih.
2.3.1.1 Določitev koeficientov operatorja za gradient vektorskega polja
Imejmo vektorsko polje y(r). Lokalno interpolacijsko funkcijo zapǐsemo kot
lyξ(r) =
lN+m∑
j=1
lαj,ξΨj(r), (2.82)
pri čermer ξ teče po komponentah vektorskega polja ξ ∈ [1, nd]. Sistem enačb v 2.75
se preoblikuje v
nd∑
χ=1
lN+m∑
j=1
lAij,ξχ lαj,χ = lγi,ξ, i ∈ [1, lN +m] , ξ ∈ [1, nd] . (2.83)
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Naš operator L bo predstavljal gradient torej bo preslikal vektor v tenzor. V kompo-
nentni obliki ga zapǐsemo kot Lχζ(lyχ(r)), sledi torej:
Lχζ(lyχ(r)) =
lN+m∑
j=1
Lχζ(Ψj(r))
nd∑
ξ=1
lN+m∑
i=1
lA
−1
ij,ξχlγi,ξ =
nd∑
ξ=1
lN+m∑
i=1
lγi,ξ lwi,ξ,χζ , (2.84)
pri čemer so koeficienti operatorja:
lwi,ξ,χζ =
lN+m∑
j=1
lA
−1
ij,ξχLχζ(Ψj(r)). (2.85)
Poudarimo še, da se pri reševanju sistema enačb neznane vrednosti lγi,ξ ustrezno pre-
slikajo na globalno raven γk,ξ pri čemer teče k po vseh diskretiazacijskih točkah.
2.3.1.2 Določitev koeficientov operatorja za divergenco tenzorskega polja
Imejmo tenzorsko polje za katero zapǐsemo lokalno interpolacijsko funkcijo kot:
lyξχ(r) =
lN+m∑
j=1
lαj,ξχΨj(r), (2.86)
Sistem enačb v 2.75 preoblikujemo v
nd∑
λ,χ=1
lN+m∑
j=1
lAij,ξχ,κλ lαj,χ,λ = lγi,ξ,κ, i ∈ [1, lN +m] , ξ, κ ∈ [1, nd] . (2.87)
Operator divergence bo iz tenzorsko polje preslikal v vektorsko polje. Sledi:
nd∑
λ=1
Lλ(lyχλ(r)) =
nd∑
λ=1
lN+m∑
j=1
Lλ(Ψj(r))
nd∑
ξ,κ=1
lN+m∑
i=1
lA
−1
ij,ξχ,κλlγi,ξ,κ =
nd∑
ξ,κ=1
lN+m∑
i=1
lγi,ξ,κlwi,ξ,κ,χ,
(2.88)
pri čemer so koeficienti operatorja:
lwi,ξ,κ,χ =
nd∑
λ=1
lN+m∑
j=1
lA
−1
ij,ξχ,κλLλ(Ψj(r)). (2.89)
2.3.1.3 Določitev koeficientov operatorja za hessiana skalarnega polja
Imejmo skalarno polje podano ter zanj zapǐsemo lokalno interpolacijo:
ly(r) =
lN+m∑
j=1
lαjΨj(r). (2.90)
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Sistem enačb iz 2.75 ostane v enaki obliki:
lN+m∑
j=1
lAij lαj = lγi, i ∈ [1, lN +m] . (2.91)
Operator sestavimo tako, da najprej zapǐsemo gradient skalarnega polja Lχ(ly(r)) ter
nato še enkrat gradient dobljenega vektorskega polja Lχζ(Lχ(ly(r))):
Lχζ(Lχ(ly(r))) =
lN+m∑
j=1
Lχζ(Lχ(Ψj(r)))
lN+m∑
i=1
lA
−1
ij lγi =
lN+m∑
i=1
lγi lhi,χζ , (2.92)
pri čemer so koeficienti operatorja:
lhi,χζ =
lN+m∑
j=1
lA
−1
ij Lχζ(Lχ(Ψj(r))). (2.93)
2.3.2 Reševanje nelinearnih problemov
V tem poglavju bomo predstavili elemente numerične metode s katero lahko rešujemo
nelinearne probleme. Predstavili bomo razred metod, ki jih imenujemo Newtonove
metode, s katerimi iterativno rešujemo nelinearne probleme.
Metoda je široko uporabna za iskanje ničel funkcij, reševanje nelinearnih enačb in
sistema nelinearnih enačb. V našem primeru jo bomo uporabili za sisteme nelinearnih
enačb. Zaradi enostavnosti, bomo metodo najprej izpeljali na primeru iskanja ničel
funkcije ter jo nato v nadaljevanju razširili.
Obravnavamo funkcijo f(x) prikazano na sliki 2.8. Iskana ničla se nahaja pri x =
x̂. Začnemo tako, da izberemo poljubno začetno vrednost x0. Bližje kot se začetna
vrednost nahaja dejanski ničli, hitreje (v manj inkrementih) bomo našli ničlo.
y
x
bx x0
:
x1 x2x3
f(x)
Slika 2.8: Iskanje ničle funkcije.
Pri vrednosti x0 izračunamo vrednost funkcije f(x0). V tej točki nas zanima enačba
tangente na graf funkcije. V splošnem lahko enačbo tangente zapǐsemo kot:
y(x) = kx+ n, (2.94)
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kjer je:
k =
df(x0)
dx
, (2.95)
smerni koeficient tangente ter n začetna vrednost. Za izračun začetne vrednosti vsta-
vimo točko (x0, f(x0)) v enačbo 2.94, od tod:
n = f(x0) + f
′(x0)x0. (2.96)
Enačba tangente je torej:
y0(x) = f
′(x0)(x− x0) + f(x0). (2.97)
Sedaj ǐsčemo, kje ima tangenta ničlo:
y0(x) = 0 = f
′(x0)(x− x0) + f(x0), (2.98)
sledi:
x = x0 −
f(x0)
f ′(x0)
. (2.99)
x je sedaj enak x1. Zopet izračunamo f(x1) ter ponavljamo postopek, dokler se ne
zadovoljivo približamo x̂. Tako lahko v splošnem zapǐsemo:
xi+1 = xi −
f(xi)
f ′(xi)
. (2.100)
Postopek iskanja ničle je prikazan na sliki 2.8. Na tem mestu lahko definiramo kriterij
za oceno napake kot:
ϵ(xi) = |xi−1 − xi|. (2.101)
Če v enačbi 2.100 za vse iteracije obdržimo odvod v točki x0, se metoda imenuje
modificirana Newton-Rhapsonova metoda.
xi+1 = xi −
f(xi)
f ′(x0)
. (2.102)
Izkaže se, da slednja sicer počasneje konvergira, vendar pa je uporabna, saj je izračun
odvoda funkcije pri vsakem xi, v primeru sistema nelinearnih enačb, numerično potra-
ten.
Newton-Rhapsonova je le ena izmed metod za iskanje ničel funkcij. Metoda se v ve-
liki meri uporablja za reševanje nelinearnih sistemov v okviru analize s končnimi ele-
menti [19]. Slabosti, ki jih metoda izkazuje so: (1) za pravilen izračun moramo v
začetku podati začetno vrednost, ki je dovolj blizu končne rešitve, sicer lahko najdemo
kako drugo rešitev ali pa je sploh ne, (2) če je vrednost funkcije v začetni vrednosti
stacionarna, je odvod nič, kar pomeni, da je tangenta na funkcijo horizontalna ter v
enačbi 2.100 dobimo deljenje z nič, (3) če se f(x0) nahaja blizu ekstrema f(x), bomo
lahko našli za rešitev ekstrem namesto ničle, (4) pri funkcijah, ki niso na celotnem
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območje zvezne, odvod v točkah nezveznosti ni definiran, (5) pri funkcijah, ki imajo
pole, odvod ne obstaja.
Iskanje ničle funkcije je v matematičnem smislu analogno iskanju rešitve enačbe. Na
primer za funkcijo:
f(x) = 3x2 + 2x− 3, (2.103)
poǐsčemo ničle. To pomeni; desno stran enačimo z nič, kar pomeni, da rešujemo enačbo:
0 = 3x2 + 2x− 3. (2.104)
Zapǐsimo jo v obliki:
ψ(x) = f(x)− f, (2.105)
kjer sta:
f(x) = 3x2 + 2x, f = 3 (2.106)
Torej ǐsčemo ničlo ψ(x), kar predstavlja napako, ki se v vsaki iteraciji približuje nič.
Enačba 2.100 tako postane:
xi+1 = xi −
ψ(xi)
ψ′(xi)
. (2.107)
Zakaj smo tak način ubrali bo razvidno v nadaljevanju.
2.3.2.1 Razširitev na reševanje sistema nelinearnih enačb
Vzemimo primer, kjer imamo podan sistem dveh enačb:
x1 − x2 + 1 = 0
x21 + x
2
2 − 4 = 0.
(2.108)
Zapisali ju bomo na naslednji način:
ψ(x) = Fs − f, (2.109)
kjer je;
Fs =
{
x1 − x2
x21 + x
2
2
}
, f =
{
−1
4
}
. (2.110)
Enako kot prej potrebujemo začetno vrednost x0. Podobno zapǐsemo enačbo, ki v
primeru zgoraj predstavljala tangento na graf funkcije:
y0(x) = k · x+ n, (2.111)
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kjer je:
k =
∂ψ(x0)
∂x
=
∂Fs(x0)
∂x
, (2.112)
ker je f konstanta. Če razpǐsemo:
k =
[
∂F 1s (x0)
∂x1
∂F 1s (x0)
∂x2
∂F 2s (x0)
∂x1
∂F 2s (x0)
∂x2
]
=
[
1 −1
2x1 2x2
]
, (2.113)
kjer sta x1 in x2 spremenljivki. Za specifično točko (x0,ψ(x0)) je:
n = ψ(x0)−
∂ψ(x0)
∂x
· x0. (2.114)
Od tod:
y0(x) =
∂ψ(x0)
∂x
· (x− x0) +ψ(x0). (2.115)
Zopet enačimo y0(x) = 0 ter od tod dobimo vrednost za x:
x = x1 = x0 −
ψ(x0)
∂ψ(x0)
∂x
, (2.116)
kjer lahko parcialne odvode pospravimo v Kt0:
x1 = x0 −
ψ(x0)
Kt0
. (2.117)
Če sedaj v splošnem definiramo:
∆x = xi+1 − xi, (2.118)
lahko enačbo 2.117 zapǐsemo kot:
Kti ·∆x = −ψ(xi). (2.119)
V tej obliki jo bomo tudi reševali, kjer bo Kti predstavljala globalno togostno matriko,
∆x spremembo vektorja pomika v vseh točkah ter ψ(xi) razliko med vsemi notranjimi
silami Fs ter zunanjimi silami f kot jih bomo kasneje poimenovali.
Za primer, ki smo ga predstavili na začetku tega podpoglavja, je za dve različni začetni
vrednosti (x0,1 = (0.2, 1) in x0,2 = (0, 0.5)) na sliki 2.9 prikazano kako se približujemo
rešitvi, ki predstavlja presečǐsče premice in krožnice. Za orientacijo zapǐsemo še vre-
dnosti posameznih točk:
xi,1 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x0,1
x1,1
x2,1
x3,1
x4,1
:
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(0.2,1)
(1.266, 2.266)
(0.878, 1.878)
(0.824, 1.824)
(0.822, 1.822)
:
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, xi,2 =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(0,0.5)
(3.25, 4.25)
(1.608, 2.608)
(0.969, 1.969)
(0.830, 1.830)
:
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.120)
Kot vidimo s slike 2.9 (b) bližje kot vzamemo začetno vrednost, hitreje konvergiramo
k pravi rešitvi. Izkaže se, da v primeru reševanja idealne plastičnosti ter nelinearnosti
(elastičnost ali elasto-plastičnost) za zagotovitev konvergence k pravilni rešitvi začetno
vrednost določimo z rešitvijo problema, ki je linearno elastičen.
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Slika 2.9: Prikaz delovanja Newton-Rhapsonove metode. Z rdečimi krogi so prikazane točke
xi,1 z modrimi kvadrati pa točke xi,2.
2.3.3 Reševanje začetnih problemov
Ker so konstitutivni zakoni, katere bomo v nadaljevanju obravnavali, v večini zapisani
v časovno odvisni obliki (vsebujejo odvod po času) bomo sedaj predstavili Eulerjeve
metode (EM) numeričnega reševanja diferencialnih enačb 1. reda. Metoda je uporabna
tudi za reševanje sistema diferencialnih enačb 1. reda. Poleg spodaj opisanih metod
obstajajo tudi druge metode, kot sta npr. Runge-Kutta drugega in četrtega reda.
Opisali bomo samo Eulerjeve metode, katere bomo kasneje uporabili.
V splošnem imamo časovno odvisen problem oblike:
y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0. (2.121)
Začnemo pri začetni vrednosti, ki je tu podana pri času t0, ter jo nato inkrementalo
propagiramo v času za nek inkrement oz. časovni korak h. Torej t1 = t0 + h oz.
splošneje ti+1 = ti + h. Podobno kot pri Newton-Rhapsonovi metodi ǐsčemo tangente
na krivuljo vzdolž katerih se sprehodimo za nek h. Zanima nas enačba tangente v
začetni točki (t0, y0), pri čemer je naklon v začetni točki enak:
y′(t0) = f(t0, y0) = k, (2.122)
začetno vrednost določimo tako, da vstavimo točko (t0, y0).
y0 = f(t0, y0)t0 + n⇒ n = y0 − f(t0, y0)t0, (2.123)
torej je enačba tangente:
y(t) = f(t0, y0)(t− t0) + y0. (2.124)
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Pomaknemo se za inkrement h v čas t1. Rešitev diferencialne enačbe v t1 enačimo z
vrednostjo tangente, ki smo jo napeli skozi (t0, y0) pri času t1. Torej:
y(t1) = f(t0, y0) (t1 − t0) + y0, (2.125)
oz.:
y(t1) = y1 = f(t0, y0)h+ y0. (2.126)
Našli smo rešitev DE pri času t1. V splošnem lahko sedaj zapǐsemo:
yi+1 = f(ti, yi)h+ yi, (2.127)
kar imenujemo eksplicitna Eulerjeva metoda. Pri tej metodi predpostavimo da eks-
plicitno izpolnimo DE na začetku časovnega intervala saj vzamemo vrednost f(ti, yi).
Implicitna Eulerjeva metoda predpostavi, eksaktnost na koncu koraka. Rešitev pri času
ti+1 je po implicitni metodi enaka:
yi+1 = f(ti+1, yi+1)h+ yi. (2.128)
Izbolǰsana Eulerjeva metoda predpostavi eksaktnost na sredini koraka, od tod:
yi+1 = f
(
ti +
h
2
, y(ti +
h
2
)
)
h+ yi. (2.129)
Pri implicitni ter izbolǰsani Eulerjevi metodi, je potrebno v vsakem koraku yi+1 določiti
kot rešitev nelinearne enačbe, npr. z direktno iteracijo ali z Newtonovo metodo. To
ni potrebno, če je funkcija f(t, y) samo funkcija t-ja: f(t). Implicitna metoda je od
eksplicitne bolj stabilna, obe pa imata red napake h2. Izbolǰsana Eulerjeva metoda pa
ima red napake h3.
Samo za predstavo, lahko npr. enačbo 2.127, zapǐsemo v naslednji obliki:
yi+1 − yi
h
= f(ti, yi). (2.130)
Kot vidimo smo vrednost odvoda prevedli v diferenčno obliko ter izrazili funkcijo v
začetni točki.
Eulerjeve metode se lahko uporabi tudi za reševanje sistema diferencialnih enačb prvega
reda. Vzemimo primer matematičnega nihala, kjer gibalno enačbo ob predpostavki
majhnih odmikov, zapǐsemo kot sistem dveh DE:
θ̇(t) = ω(t),
ω̇(t) = −g θ(t),
(2.131)
kjer sta ω kotna hitrost ter θ odmik od ravnovesne lege. Zapǐsimo enačbi v matrični
obliki:{
θ̇(t)
ω̇(t)
}
=
[
0 1
−g 0
]{
θ(t)
ω(t)
}
oz. kraǰse a(t) = Cb(t). (2.132)
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Iz enačbe 2.130 sledi, da lahko a(t) razpǐsemo kot:
a(t) =
{
θi+1−θi
h
ωi+1−ωi
h
}
. (2.133)
Vektor b(t) pa razpǐsemo kot:
b(t) =
{
θi+k
ωi+k
}
, (2.134)
kjer sta:
θi+k = k θi+1 + (1− k) θi, ωi+k = k ωi+1 + (1− k)ωi. (2.135)
Indeks k označuje katero Eulerjevo metodo uporabimo:
k = 1 eksplicitna EM
k = 0 implicitna EM
k =
1
2
izbolǰsana EM
(2.136)
Na spodnjih slikah je prikazana rešitev pri začetnem pogoju θ(t = 0) = 0,2 rad,
ω(t = 0) = 0 rad/s. Za vse rešitve smo vzeli časovni korak h = 0,02 s. Kot vidimo je
izbolǰsana EM najbolǰsa saj se energija v celoti ohranja (glej sliko 2.10 (f)).
V našem primeru bomo uporabili implicitno Eulerjevo metodo, ki je brezpogojno sta-
bilna in nam omogoča analitično izpeljavo konsistentnega tangentnega operatorja.
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(f) Fazni diagram po izbolǰsani EM
Slika 2.10: Prikaz rešitev odzivov (levo) ter faznih diagramov (desno) za različne Eulerjeve
metode. Z modro barvo je prikazana analitična rešitev z rdečo pa numerična.
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Ko imamo opravka S preoblikovanjem kovin, imamo v splošnem nelinearen elasto-
plastičen odziv. V nasprotju z linearnim odzivom, pri katerem je zveza med napetostjo
in deformacijo linearna, je pri nelinearnem odzivu ta zveza nelinearna in zato potrebu-
jemo za iskanje rešitve iterativne metode. Rešujemo namreč sistem nelinearnih enačb.
Napetostni tenzor ni več samo funkcija deformacije ampak tudi zgodovine obremenje-
vanja. Napetostni tenzor predstavlja rešitev konstitutivnega začetnega problema, ki ga
zapǐsemo kot:
Imejmo podane začetne vrednosti notranjih spremenljivk α(t0) ter zgodovino deforma-
cije ε(t), t ∈ [t0, T ]. Najdi rešitev σ(t) in α(t) tako, da zadosti konstitutivnim enačbam:
σ(t) = ρ
∂ψ
∂ε
, ∇ · σ(t) + f(t) = 0, in α̇(t) = f(ε(t),α(t)). (3.1)
za vsak t ∈ [t0, T ].
Rešitev tega problema, ob danih začetnih pogojih, ni enostavno določljiva. Za reševanje
konstitutivnih enačb v diferencialni obliki potrebujemo primerne numerične integracij-
ske modele, ki uvedejo diskretizacijo po času. Imejmo časovni interval [tn, tn+1] ter
αn = α(tn). Z integracijskim algoritmom, glede na podani εn+1, določimo σn+1. Le ta
nam določi inkrementalno konstitutivno funkcijo za napetost: σn+1 = σ̂(αn, εn+1), ki
z manǰsanjem inkrementov obremenitve konvergira k eksaktni rešitvi. Podobno algori-
tem definira inkrementalno konstitutivno funkcijo za notranje spremenljivke: αn+1 =
α̂(αn, εn+1).
3.1 Nelinearnost v elasto-plastičnosti
Opazujmo ravnovesno enačbo:
∇ · σ + f = 0 oz. f int − f ext = 0. (3.2)
Pri tem smo z f int označili divergenco napetosti ter z f ext nasprotno vrednost zunanje
sile. Enačba je nelinearna in zapis je po obliki analogen zapisu 2.109. Če jo zapǐsemo
v inkrementalni obliki, sledi:
r(un+1) = f
int(un+1)− f extn+1 = 0. (3.3)
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Pri tem smo z r označili napako, ki se z uporabo Newton-Rhapsonovega (NR) iteracij-
skega postopka reševanja nelinearnega sistema manǰsa in konvergira k nič. Zunanjo silo
f ext lahko zapǐsemo kot f extn+1 = λn+1f
ext
. Z λ označimo obremenitveni faktor s katerim
skaliramo zunanjo obremenitev v vsakem obremenitvenem koraku. Z vsako iteracijo
NR sheme rešujemo linearizirano obliko enačbe 3.3. Razpǐsimo napako v k -ti iteraciji
v vrsto:
r(k)(un+1) = r
(k)
n+1 = r
(k−1)
n+1 +
∂r
(k−1)
n+1
∂u
(k−1)
n+1
δu(k) = 0, (3.4)
oz. kraǰse kot:
KT δu
(k) = −r(k−1), (3.5)
v n+ 1 inkrementu, pri čemer je KT globalna tangentna togostna matrika:
KT =
∂r
(k−1)
n+1
∂u
(k−1)
n+1
=
∂
∂u
(k−1)
n+1
(
f int(u
(k−1)
n+1 )− f extn+1
)
=
∂f int(u
(k−1)
n+1 )
∂u
(k−1)
n+1
=
∂
∂u
(k−1)
n+1
(
∇ · σ
(
ε
(
u
(k−1)
n+1
)))
= ∇ ·
(
∂σ
∂ε(u
(k−1)
n+1 )
∂ε(u
(k−1)
n+1 )
∂u
(k−1)
n+1
)
= ∇ ·
(
∂σ̂
∂εn+1
⏐⏐⏐
ε
(k−1)
n+1
∂ε
(k−1)
n+1
∂u
(k−1)
n+1
)
= ∇ ·
(
D(k−1)n+1
∂ε
(k−1)
n+1
∂u
(k−1)
n+1
)
,
(3.6)
pri čemer smo zD označili konsistentni tangentni operator, ki je odvisen od integracijske
sheme ter konstitutivnih zvez, ki jih uporabimo. Levo stran enačbe 3.5 razpǐsemo kot:
r(k−1) = f int(u
(k−1)
n+1 )− f extn+1. (3.7)
δu(k) predstavlja vektor Newtonovega popravka, ki se z večanjem števila iteracij zmanǰsuje.
Nov približek za vektor neznank je torej:
u
(k)
n+1 = u
(k−1)
n+1 + δu
(k), (3.8)
oz. če zapǐsemo v okviru obremenitvenih korakov, kjer je ∆u(k) = u
(k)
n+1 − un sledi:
∆u(k) = ∆u(k−1) + δu(k). (3.9)
Enačbo 3.5 razpǐsemo kot:
∇ ·
(
D(k−1)n+1
∂ε
(k−1)
n+1
∂u
(k−1)
n+1
)
δu(k) = −(f int(u(k−1)n+1 )− f extn+1). (3.10)
NR metoda je shematično prikazana na sliki 3.1.
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Slika 3.1: Prikaz delovanja NR algoritma.
Pri NR metodi potrebujemo začetni približek, za katerega vzamemo končno vrednost
iz preǰsnjega obremenitvenega inkrementa:
u
(0)
n+1 = un oz. ∆u
(0)
n+1 = 0. (3.11)
V naslednjem okviru je podana shema NR algoritma.
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(i) k = 0. Določimo začetni približek in ostanek
u
(0)
n+1 = un, r = f
int(un)− λn+1f
ext
. (3.12)
(ii) Določimo konsistentni tangentni operator
D = ∂σ̂/∂εn+1. (3.13)
(iii) Sestavimo tangentno togostno matriko
KT = ∇ ·
(
D(0)n+1
∂ε
(0)
n+1
∂u
(0)
n+1
)
= ∇ ·
(
Dn
∂εn
∂un
)
. (3.14)
(iv) k = k + 1. Rešimo sistem za δu(k)
KT δu
(k) = −r(k−1). (3.15)
(v) Posodobimo približek za un+1
u
(k)
n+1 = u
(k−1)
n+1 + δu
(k). (3.16)
(vi) Posodobimo deformacije
ε
(k)
n+1 =
∇+∇T
2
(u
(k)
n+1). (3.17)
(vii) Z uporabo integracijskega algoritma posodobimo napetosti (+konsistentni tan-
gentni operator) ter ostale notranje spremenljivke
σ
(k)
n+1 = σ̂(αn, ε
(k)
n+1), α
(k)
n+1 = α̂(αn, ε
(k)
n+1). (3.18)
(viii) Določimo notranjo silo
f int = ∇ · σ
(
ε
(
u
(k)
n+1
))
. (3.19)
(ix) Ponovno izračunamo ostanek
r = f int − λn+1f
ext
. (3.20)
(x) Preverimo konvergenco rešitve
ČE ||r||/||f ext|| 6 ϵtol POTEM (·)n+1 = (·)(k)n+1 SICER pojdi na (ii) dokler pogoj
ni izpolnjen.
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3.2 Integracijski modeli za elasto-plastične konsti-
tutivne enačbe
Elasto-plastični začetni problem lahko definiramo kot: Glede na podane začetne vre-
dnosti εe(t0), α(t0) ter zgodovino deformacije ε(t), t ∈ [t0, T ] najdi rešitve funkcij za
εe(t),α(t) in γ̇(t), ki zadostijo elasto-plastičnim konstitutivnim enačbam, ki jih v kom-
paktneǰsi obliki zapǐsemo kot:
ε̇e(t) = ε̇(t)− γ̇(t)N (σ(t),A(t)),
α̇(t) = γ̇(t)H(σ(t),A(t)),
(3.21)
Φ(σ(t),A(t)) 6 0, γ̇(t) > 0, γ̇Φ(σ(t),A(t)) = 0, (3.22)
in veljajo v vsakem trenutku t ∈ [t0, T ], pri čemer velja še:
σ(t) = ρ
∂ψ
∂εe
⏐⏐⏐
t
, A(t) = ρ
∂ψ
∂α
⏐⏐⏐
t
. (3.23)
Za integracijo začetnega problema uporabimo implicitno Eulerjevo shemo. Od tod
se naš začetni problem preoblikuje v: Glede na podane vrednosti v n-tem časovnem
inkrementu εen, αn ter predpisano inkrementalno spremembo deformacije ∆ε reši sistem
enačb:
εen+1 = ε
e
n +∆ε−∆γN (σn+1,An+1),
αn+1 = αn +∆γH(σn+1,An+1),
(3.24)
za εen+1, αn+1 in ∆γ pri pogojih
Φ(σn+1,An+1) 6 0, ∆γ > 0, ∆γΦ(σn+1,An+1) = 0, (3.25)
kjer je:
σn+1 = ρ
∂ψ
∂εe
⏐⏐⏐
n+1
, An+1 = ρ
∂ψ
∂α
⏐⏐⏐
n+1
. (3.26)
Zaradi komplementarnih pogojev 3.25 sistem ne moremo rešiti z uporabo klasičnih
metod reševanja začetnih problemov. Tu uporabimo metodo v dveh korakih, ki je
odvisna od vrednosti ∆γ. Če je ta enaka nič, je sistem direktno določljiv, saj imamo
elastičen odziv. Sicer pa, če je ∆γ > 0, uporabimo algoritem povratne preslikave (v
splošnem je to razred metod prediktor-korektor). Pri tem sistem enačb zapǐsemo kot:
εen+1 = ε
e trial
n+1 −∆γN (σn+1,An+1),
αn+1 = α
e trial
n+1 +∆γH(σn+1,An+1),
Φ(σn+1,An+1) = 0,
(3.27)
kjer je εe trialn+1 = ε
e
n + ∆ε ter α
trial
n+1 = αn. Poznamo več različnih algoritmov povratne
preslikave kot so:
– generaliziran trapezni algoritem povratne preslikave,
– generaliziran ”midpoint”algoritem povratne preslikave,
– algoritem presečnih ploskev (cutting-plane),
– algoritem projekcije na najbližjo točko (APNT).
V našem primeru bomo uporabili algoritem projekcije na najbližjo točko.
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3.2.1 Algoritem projekcije na najbližjo točko - APNT
Gre za implicitni algoritem integracije, ki si ga lahko predstavljamo na naslednji način.
Imejmo linearen elastičen odziv pri katerem je napetost podana kot σ = De : εe.
Enačbo 3.27 lahko zapǐsemo kot:
σn+1 = σ
trial
n+1 −∆γDe :Nn+1. (3.28)
V tem primeru je σn+1 podana kot projekcija testne (trial) napetosti σ
trial
n+1 na novo
ploskev tečenja Φn+1 v smeri tenzorja D
e : Nn+1. Na sliki 3.2 je prikazana metoda za
primer utrjevanja ter za primer idealne plastičnosti, kjer se ploskev tečenja ne spremi-
nja.
Slika 3.2: Prikaz korekcije testne napetosti za primer utrjevanja levo ter idealne
plastičnosti desno.
Ko poznamo rešitev sistema 3.27, ter poznamo napetost σn+1, je potrebno določiti še
konsistentni tangenti operator
Dn+1 =
∂σn+1
∂εtrialn+1
, (3.29)
katerega potrebujemo za posodobitev togostne matrike. Ta nam omogoča, da zvezo
med napetostjo in deformacijo v vsakem inkrementu zapǐsemo kot linearno.
Metodo projekcije najbližje točke izpeljemo tako, da sistem enačb 3.27, ki predstavlja
implicitno diskretiziran začetni problem, najprej zapǐsemo v diferencialni obliki kot
dεe +∆γ
∂N
∂σ
: dσ +∆γ
∂N
∂A
∗ dA+ d∆γN = dεe trial, (3.30)
dαe −∆γ ∂H
∂σ
: dσ −∆γ ∂H
∂A
∗ dA− d∆γH = 0, (3.31)
∂Φ
∂σ
: dσ +
∂Φ
∂A
∗ dA = 0, (3.32)
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pri tem smo indekse zaradi preglednosti izpustili. Definiramo še naslednja diferenciala
(tu brez izpeljave):
dεe = S : dσ + B ∗ dA, dα = A ∗ dσ + J ∗ dA, (3.33)
kjer so S, B, A in J določeni linearni operatorji. Če enačbi 3.33 vstavimo v sistem
enačb 3.30 do 3.32, dobimo naslednji sistem linearnih enačb:
⎡⎢⎢⎣
S+∆γ ∂N
∂σ
B+∆γ ∂N
∂A
N
A−∆γ ∂H
∂σ
J−∆γ ∂N
∂A
−H
∂Φ
∂σ
∂Φ
∂σ
0
⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
dσ
dA
d∆γ
⎤⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎣
dεe trial
0
0
⎤⎥⎥⎦ , (3.34)
ki velja splošno za kakršenkoli model utrjevanja.
3.2.2 APNT za von Misesov model izotropnega utrjevanja
V primeru von Misesovega modela izotropnega utrjevanja se nam zgornji sistem poeno-
stavi zaradi naslednjih predpostavk (imejmo v mislih sistem enačb, ki smo jih navedli
v zaključku poglavja 2.2):
– Za utrjevalne parametre velja α = εp ter za notranje sile A = σy.
– Smer spremembe plastične deformacije je neodvisna od napetosti tečenja
∂H
∂A
=
∂H
∂σy
= 0,
∂H
∂σ
= 0. (3.35)
– Ker velja ε̇
p
= γ̇H = γ̇ sledi, da je H = 1.
– Ker elastičnost in plastično utrjevanje nista sklopljena (enačba 2.32) velja, da spre-
minjanje napetosti tečenja ne vpliva na elastično deformacijo B = 0 in da napetost
ne vpliva na spremembo plastične deformacije A = 0. Od tod se enačbi 3.33 poeno-
stavita
dεe = S : dσ dα = J ∗ dA, (3.36)
pri tem velja desna enačba v elastičnem področju, torej je
S = C−1 (3.37)
ter leva enačba, ki predstavlja utrjevanje dεp = Jdσy. Od tod sledi
J =
(
∂σy
∂εp
)−1
=
1
H
. (3.38)
– Opazujmo še naslednji člen
∂N
∂A
=
∂N
∂σy
=
∂
∂σy
(√
3
2
s
||s||
)
= 0. (3.39)
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Sistem enačb 3.34 se poenostavi na:⎡⎢⎢⎣
C−1 +∆γ ∂N
∂σ
0 N
0 1
H
−1
N −1 0
⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣
dσ
dσy
d∆γ
⎤⎥⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎣
dεe trial
0
0
⎤⎥⎥⎦ . (3.40)
Za določitev konsistentnega tangentnega operatorja moramo določiti rešitev sistema
enačb. V našem primeru se ga da analitično izpeljat, kar pa ne velja v splošnem.
Izpeljemo ga lahko na različne načine. Tu izpeljave ne bomo eksplicitno definirali,
vendar bomo podali kar končno obliko, ki je:
Dn+1 = D
e − ∆γ6G
2
q
Id + 6G
2
(
∆γ
q
− 1
3G+H
)
N ⊗N , (3.41)
pri čemer so q =
√
3J2, N normaliziran vektor tečenja ter Id tenzor deviatorične
projekcije.
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4 Rešitveni postopek
V okviru tega poglavja bomo predstavili globalno iteracijo (NR iteracija) in lokalno ite-
racijo (imenujemo jo tudi materialna iteracija), s katero rešujemo konstitutivne enačbe.
Najprej pa predstavimo postopek za določitev togostne matrike v okviru LKMRBF.
4.1 Določitev globalne togostne matrike v okviru
LKMRBF
Opazujemo zadnjo obliko enačbe 3.6. Začnemo z odvodom deformacij po pomikih.
Najprej zapǐsemo deformacijo na način uteženih vrednosti pomikov kot v enačbi 2.84.
εχζ(luχ(r)) =
nd∑
ξ=1
lN+m∑
i=1
lvi,ξ,χζ lUi,ξ, (4.1)
pri tem smo koeficiente definirali s koeficienti gradienta iz enačbe 2.85 kot:
lvi,ξ,χζ = (lwi,ξ,χζ + lwi,ξ,ζχ)/2. (4.2)
Enačbo 4.1 sedaj odvajamo po pomikih kot smo to storili v 3.6:
∂lεχζ
∂lUx,y
=
nd∑
ξ=1
lN+m∑
i=1
lvi,ξ,χζ
∂lUi,ξ
∂lUx,y
= lvi,ξ,χζ . (4.3)
Ker bomo ta člen množili z konsistentnim tangentnim operatorjem, ki ima v našem pri-
meru (upoštevamo Voightovo notacijo za primer izotropnega sredstva) v 3D dimenzijo
(6× 6) pretvorimo lvi,ξ,χζ v lvi,ξ,m, pri čemer je m enak:
m(χζ) =
⎡⎣1 4 54 2 6
5 6 3
⎤⎦ (4.4)
in predstavlja transformacijo tenzorja (3 × 3) v vektor (1 × 6). Nadaljujemo s tem,
da lvi,ξ,m množimo s konsistentnim tangentnim operatorjem Di,nm ter s tem pridelamo
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člen znotraj oklepajev v enačbi 3.6. Indeksi pri Di,nm tečejo i ∈ [1,Nall] ter m,n ∈ [1,6].
Produkt razpǐsemo kot:
lBi,ξ,n =
6∑
m=1
Di,nm lvi,ξ,m. (4.5)
Koeficiente lBi,ξ,n najprej zopet razširimo na lBi,ξ,χζ , nato pa sestavimo dvodimenzi-
onalno matriko, ki jo razširimo na vse prostostne stopnje Bgh = lBi,ξ,n pri čemer je
o = sosedi(l,i), h = (o−1)dim+ ξ ter g = (i−1)dim2+(ζ−1)dim+χ. Podobno nare-
dimo še za koeficiente divergence, ki jih določimo kot v enačbi 2.89 ter jih tu označimo
z lAi,ξ,κχ = lwi,ξ,κχ. Torej lAi,ξ,κχ = Afe, pri čemer je o = sosedi(l,i), f = (i−1)dim+χ
ter e = (o− 1)dim2+(ξ− 1)dim+κ. Z dim smo označili dimenzijo. Togostno matriko
sestavimo kot produkt Afe ter Bgh, torej:
Kfh =
Nall·dim2∑
g=1
Afg Bgh = KG. (4.6)
Le ta ima dimenzijo Nall × dim. Togostno matriko, ki se nanaša na robne točke je
potrebno glede na tip robnega pogoja ustrezno popraviti in sicer določiti koeficiente na
podoben način, kot smo to storili zgoraj, ter jih podati na ustrezno mesto v matriko.
Ker se izkaže, da z uporabo take togostne matrike numerična metoda ni stabilna
razpǐsemo togostno matriko na drugačen način. Pri tem nesemo divergenco v okle-
paj in pridelamo naslednjo zvezo, ki je nadaljevanje izraza 3.6:
∇ ·
(
lDij,χζ
∂lεχζ
∂lUx,y
)
=
∂
∂xj
(
lDij,χζ
∂lεχζ
∂lUx,y
)
=
=
∂
∂xj
(lDij,χζ)
∂lεχζ
∂lUx,y
+ lDij,χζ
∂
∂xj
(
∂
∂lUx,y
(
1
2
(
∂uχ
∂xζ
+
∂uζ
∂xχ
)))
=
=
∂
∂xj
(lDij,χζ)
∂lεχζ
∂lUx,y
+ lDij,χζ
∂
∂lUx,y
(
1
2
(
∂u2χ
∂xζ∂xj
+
∂u2ζ
∂xχ∂xj
))
.
(4.7)
Mešane odvode znotraj oklepaja izrazimo s koeficienti Hessiana, kot smo jih definirali
v 2.93 s tem, da dobijo tu še en indeks, ki se nanaša na komponento u-ja. Tako na
primer prvi mešan odvod izrazimo kot:
∂u2χ
∂xζ∂xj
=
lN+m∑
i=1
lhi,χ,ζj lUi,χ. (4.8)
S podobnim manipuliranjem, kot v primeru zgoraj pridemo do togostne matrike, ki jo
tu označimo s KB. To matriko smo torej izrazili s koeficienti gradienta, divergence in
Hessiana.
4.2 Implementirani algoritem
Implementirani algoritem v grobem razdelimo na naslednje dele.
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– Določitev domene ter diskretizacija območja. Pri tem se določijo lokalne domene
ter izračunajo vsi potrebni koeficienti diferencialnih operatorjev. Pod to točko se že
predpǐsejo robni pogoji, ki so podani kot funkcije psevdo časa tn. Tu se tudi določi
celotna zunanja sila f
ext
, katero pri reševanju razdelimo na fiksne inkremente.
– Določitev materialnih konstant, ki so v našem primeru E, ν,H, σy0. Od tu se določi
matrika elastičnih konstant De.
– Določitev spremenljivk začetno robnega problema. To so un, f
int
n , f
ext
n ter naslednje
spremenljivke, ki jih podamo v skupnem vektorju Yn = {σn, εn, εpn,Dn}.
– Določitev numeričnih parametrov reševanja.
– Reševanje globalne iteracije, kjer rešujemo NR iteracije in dobimo kot končno rešitev
inkrement pomika ∆un.
– Reševanje lokalne iteracije, kjer rešujemo konstitutivne enačbe ter s tem določimo
Yn.
– Shranjevanje rešitev v vsakem obremenitvenem koraku.
Numerični parametri so časovni korak ∆t, število obremenitvenih korakov nmax, ma-
ksimalno število NR iteracij v globalni iteracij nrmax ter v lokalni iteraciji nrlmax, ma-
ksimalno število linearnih iteracij lsmax (s tem omejimo iterativni postopek reševanja
sistema enačb), minimalno relativno Newtonovo variacijo pomika δur,min, maksimalni
ostanek NR iteracije ψmax ter maksimalno vrednost poskusne funkcije tečenja φmax. Pa-
rametre, katere nismo tekom simulacije nič spreminjali smo določili kot: δur,min = 10
−3,
lsmax = 10, ψmax = 10
−5, nrlmax = 10 ter φmax = 10
−6.
4.2.1 Globalna iteracija
Preden podamo postopek reševanja pojasnimo nekatere metode, ki smo jih uporabili
za določitev rešitve. Zapǐsimo enačbo 3.15:
K
(k−1)
T δu
(k) = −r(k−1), oz. K(k−1)T δu
(k) + r(k−1) = 0. (4.9)
Za rešitev sistema je v splošnem potrebno določiti inverz togostne matrike. Numerični
postopki za direktno reševanje inverza matrike so računsko zelo zahtevni, zato tu upo-
rabimo iterativno metodo reševanja sistem enačb. Sistem 4.9 zapǐsemo kot:
ψ(k) = K
(k−1)
T δu
(k) + r(k−1) = 0. (4.10)
Iščemo kdaj bo torej ψ(k) = 0. Sistem rešujemo kot:
P−1(K
(k−1)
T δu
(k) + r(k−1)) = P−1ψ(k) = 0. (4.11)
P imenujemo predpogojenka. Le ta se določi kot P =K⋆T , kjer je K
⋆
T zadnji najbolǰsi
približek togostne matrike. Za reševanje uporabimo metodo GMRES [20]. Metoda je
v primerjavi z direktnimi metodami hitreǰsa, saj matrike le množimo, ne pa ǐsčemo
inverza. Pri izračunu notranje sile se izkaže, da je ne moremo enostavno izraziti kot v
3.20 ampak je potrebno uvesti določene popravke. Le ti so navedeni znotraj spodnjega
okvirja.
V spodnjem okvirju je strnjeno predstavljena globalna iteracija.
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(i) n = 0. Inicializacija vrednosti:{
u0, f
int
0 , f
ext
0
}
= {0,0,0} , Y0 = {σ0, ε0, εp0,D0} = {0,0,0,De} . (4.12)
(ii) n = n+ 1. Inicializiramo vrednosti za NR iteracijo k = 0.
tn = tn−1 +∆t.
Posodobimo vrednosti:
{
u
(0)
n , f
int,(0)
n
}
=
{
un−1, f
int
n−1
}
,Y
(0)
n = Yn−1.
Določimo inkrementalno zunanjo obremenitev f extn = tnf
ext
n (t).
Izračunamo ostanek r(0) = f int,(0)n − f extn .
Definiramo inkrementa pomika in deformacije: ∆u(0) = 0, ∆ε(0) = 0.
(iii) Sestavimo tangentno togostno matriko:
K
(0)
T = ∇ ·
(
D(0)n
∂ε
(0)
n
∂u
(0)
n
)
= K
(0)
B , (4.13)
po enačbi 4.7. Določimo še K
(0)
G po enačbi 4.6.
(iv) k = k + 1. Rešimo sistem za δu(k)
K
(k−1)
B δu
(k) = −r(k−1), oz. ψ(k)n = 0. (4.14)
Tu se iterativno izračunava ψ
(k),m
n = 0, kjer postavimo pogoj: ČE m > lsmax
POTEM nadaljuj, SICER ǐsči nove približke (m = m+ 1).
(v) Posodobimo približek ∆u(k) in ∆ε(k):
∆u(k) = ∆u(k−1) + δu(k),
∆ε(k) = ∇+∇
T
2
(
∆u(k)
)
.
(vi) Izvedemo lokalno iteracijo, kjer glede na ∆ε(k) in Y
(k−1)
n določimo Y
(k)
n .
Posodobimo še u
(k)
n = u
(k−1)
n +∆u(k).
(vii) Določimo notranjo silo f int,kn . Le ta se izračunava lokalno glede na stanje v točkah.
Če je korak elastičen kot:
f int,(k)n = ∇ ·
(
σ
(k)
n
)
−K(k)G δu(k) +K
(k)
B δu
(k),
sicer pa kot:
f int,(k)n = K
(k)
B δu
(k).
(viii) Ponovno izračunamo ostanek:
r(k) = f int,(k)n − f extn .
(ix) Preverimo konvergenco rešitve in druge pogoje:
ČE ||r(k)|| 6 rmin (oz. ||ψk|| 6 ψmax) POTEM (·)n = (·)(k)n , shrani rešitev v n-tem
koraku ter pojdi na (ii), SICER pojdi na (iv) dokler pogoj ni izpolnjen.
ČE k > nrmax POTEM: število NR iteracij preveliko; KONČAJ.
ČE ||δu(k)|| 6 δur,min: Newtonov popravek premika premajhen; KONČAJ.
ČE n = nmax; KONČAJ.
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4.2.2 Lokalna iteracija
Ime lokalna se nanaša na to, da sistem konstitutivnih enačb rešujemo za vsako točko
posebej. V iteracijo vstopa ∆ε in Y (k−1) izstopa pa Y (k). Indeks k bomo zaradi
preglednosti spuščali in ga bomo navedli samo na koncu, ko bomo določili Y (k). Tako
bomo storili tudi z indeksom n. Predpostavimo poskusni vrednosti:
σtrial = σ +De∆ε,
Φtrial = Φtrial
(
σtrial, εp
)
=
√
3J2(σtrial)− σy(εp),
(4.15)
pri čemer je σy(ε
p) = σy0 +Hε
p. Spomnimo, da velja σ = σ(k−1) ter εp = εp,(k−1).
Če je pogoj Φtrial<0 oz. Φtrial<φmax izpolnjen potem smo v elastičnem področju in
velja naslednje:
Y
(k)
n =
{
σ
(k)
n , ε
(k)
n , ε
p,(k)
n ,D
(k)
n
}
=
{
σtrial, ε
(k−1)
n +∆ε, ε
p,(k−1)
n ,D
e
}
. Če pogoj ni izpol-
njen rešujemo konstitutivne enačbe, na način kot je predstavljeno v spodnjem okvirju:
(i) f = 0. Inicializacija vrednosti:
σ(0) = σ
trial, Φ(0) = Φ
trial, γ = 0, ∆εp = 0.
(ii) f = f + 1. Izračunamo naslednje spremenljivke.
Normaliziran vektor tečenja: N (f) =
s(f−1)
||s(f−1)||
,
pri čemer je s(f−1) = Id : σ(f−1).
Spremembo plastičnega multiplikatorja:
∆γ =
Φ(f−1)√
3
2
N (f) : D
e :N (f) +H
. (4.16)
(iii) Posodobimo γ(f) = γ(f−1) +∆γ in deformacijski plastični inkrement
∆εp = γ(f)N (f).
(iv) Ponovno izračunamo poskusne vrednosti za napetost in ploskev tečenja:
σ(f) = σ(f−1) +D
e∆εp,
Φ(f) = Φ(f)(σ(f), ε
p
(f)),
pri čemer velja εp(f) = ε
p
(f−1) +∆ε
p.
(v) Preverimo konvergenco:
ČE f > nrlmax KONČAJ.
ČE Φ(f)<φmax POTEM nadaljuj, SICER pojdi na točko (ii).
(vi) Izračunamo konsistentni tangentni operator po enačbi 3.41.
D(k)n = D
e −
γ(f)6G
2
q(f)
Id + 6G
2
(
γ(f)
q(f)
− 1
3G+H
)
N (f) ⊗N (f). (4.17)
Posodobimo še vrednosti Y
(k)
n :
ε
(k)
n = ε
(k−1)
n +∆ε,
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ε
p,(k)
n = ε
p,(k−1)
n +∆εp,
σ
(k)
n = σ(f) −De∆εp.
Izračunali smo vrednosti za celotno stanje Y
(k)
n =
{
σ
(k)
n , ε
(k)
n , ε
p,(k)
n ,D
(k)
n
}
.
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5 Rezultati
Pravilnost delovanja razvitega algoritma testiramo na kocki, ki ima stranice dimenzije
1mm. Najprej bomo preverili pravilnost delovanja v elastičnem območju nato pa še v
elasto-plastičnem območju, pri čemer bomo predpostavili elasto-idealno plastičnost.
5.1 Elastična rešitev
Do rešitve pridemo v enem samem inkrementu saj predpostavimo linearno zvezo med
napetostjo in deformacijo. Predpostavimo naslednji materialni konstanti:
– E = 10MPa,
– ν = 0.3.
Kocka katero obravnavamo je prikazana na sliki 5.1. To fiksno vpnemo pri z = 0 ter
predpǐsemo konstanten pomik u0 = (0,0,0.02) mm na ploskev pri z = 1mm.
x
y
z u(z = 1) = u0
u(z = 0) = 0
t(x = 0) = 0
t(x = 1) = 0
t(y = 0) = 0
t(y = 1) = 0
Slika 5.1: Obravnavana kocka s predpisanimi robnimi pogoji.
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Diskretizacijo območja pripravimo z regularno postavitvijo točk po kocki, kot je prika-
zano na sliki 5.2. Kot vidimo diskretizacija kocke ne vsebuje točk po robu in oglǐsčih.
Le te izločimo, ker v njih normala ni definirana.
Slika 5.2: Shema regularne diskretizacije kocke.
V okviru reševanja nas zanima, kako število točk v lokalni domeni vpliva na kvaliteto
rešitve ter kako gostota točk v celotni domeni vpliva na rešitev.
Rešujemo 4 različne primere, ki se razlikujejo po številu točk v lokalni domeni ter po
številu vseh točk:
– 27 točk v lokalni domeni ter 9025 vseh točk (primer A1),
– 37 točk v lokalni domeni ter 9025 vseh točk (primer A2),
– 27 točk v lokalni domeni ter 17280 vseh točk (primer B1),
– 37 točk v lokalni domeni ter 17280 vseh točk (primer B2).
Izbor vseh točk smo prilagodili temu, da smo lahko v programskem paketu Abaqus
pripravili analogno mrežo končnih elementov. Za primer 9025 točk, ki sovpadajo z
vozlǐsči končnih elementov smo v Abaqusu predpisali konstanto razdaljo med vozlǐsči
h = 0.05 mm ter s tem ustvarili mrežo z 8000 linearnimi končnimi elementi. Za primer
gosteǰse mreže smo predpisali h = 0.04 mm ter ustvarili mrežo s 15625 linearnimi
končnimi elementi.
Najprej prikažemo rešitev pridobljeno v Abaqusu. Vse rešitve, ki so v nadaljevanju
prikazane kot graf v dveh dimenzijah so funkcije, ki potekajo vzdolž premice, ki je
vzporedna z z osjo in prebada točko (0.25,0.25,0).
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Slika 5.3: z komponenta vektorja pomika.
Slika 5.4: σzz komponenta napetostnega tenzorja.
Kot vidimo na slikah 5.3 ter 5.4 je rešitev, na tem nivoju gostote mreže, neodvisna
od števila končnih elementov. Očitno je, da Abaqus uspešno reši problem linearne
elastičnosti brez prekomernega gostenja mreže.
Primerjajmo sedaj našo rešitev z rešitvijo pridobljeno s pomočjo Abaqusa. Za primer
A1, je na sliki 5.5 predstavljena z komponenta vektorja pomika uz po površini kocke.
Podobno je na sliki 5.6 prikazana σzz.
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Rezultati
Slika 5.5: Prikaz pomika uzz na kocki za primer A1.
Slika 5.6: Prikaz napetosti σzz na kocki za primer A1.
Vizualizacijo podatkov smo izvedli s programskim okoljem ParaView. Pri tem smo
zaradi lažje predstavitve rezultatov čez točke napeli triangualizacijo ter tako prikazali
vrednosti, ki so od točke do točke interpolirane.
Zopet opazujemo pomik in napetost vzdolž zgoraj definirane premice. Na sliki 5.7 je
prikazana komponenta vektorja pomika uz za primera A1 in A2. Zraven podamo še
rešitev iz Abaqusa, ki jo imamo za referenčno. Vidimo lahko, da se rešitve ujemajo
ne glede na izbiro števila točk v lokalni domeni in da so ekvivalentne z rešitvijo iz
Abaqusa.
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Rezultati
Slika 5.7: Prikaz uz vzdolž premice za primera A1 in A2.
Na sliki 5.8 je prikazana σzz za primera A1 in A2. Vidimo, da smo s 37 točkami v
lokalni domeni bolǰse popisali obnašanje v smislu velikosti, s 27 točkami pa bolǰse v
smislu oblike.
Slika 5.8: Prikaz σzz vzdolž premice za primeraA1 in A2.
Poglejmo kaj se zgodi, če ponovimo izračun na 17280 diskretizacijskih točkah. Na sliki
je prikazana napetost σzz za primera B1 in B2.
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Rezultati
Slika 5.9: Prikaz napetosti σzz vzdolž premice za primera B1 in B2.
Večanje števila diskretizacijskih točk (ŠDT) nam je rešitev nekoliko popravilo od tod
si lahko obetamo, da bo dodatno povečanje ŠDT še bolj konvergiralo k pravilni rešitvi.
Podajmo še izračun za primer 50225 ŠDT.
Slika 5.10: Prikaz napetosti σzz vzdolž premice za primer 50225 ŠDT in 27 v lokalni
domeni.
Ker se rešitev s 37 točkami bistveno ne razlikuje od rešitve s 27 točkami, zaradi računske
zahtevnosti izberemo manǰse število točk. Za rešitev v 27 točkami je iz slik 5.8, 5.9 in
5.10 lepo vidna konvergenca k pravi rešitvi.
5.2 Elasto-plastična rešitev
Pri tem obravnavamo enak primer kot zgoraj s tem, da tu povečamo predpisani robni
pogoj u0 = (0,0,0.15) mm. Dodatni materialni parameter je H = 0, torej imamo
primer elasto-idealne plastičnosti. Začnemo s prikazom rezultatov iz Abaqusa. Kot
vidimo na sliki 5.11 ter 5.12 je rešitev neodvisna od števila končnih elementov (vsaj na
tej ravni gostote mreže). Lepo je vidna meja med elastičnim in plastičnim območjem.
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V primeru pomika je npr. vidna sprememba v naklonu krivulje, ki je bolj strma v
notranjosti, kjer imamo plastificirano območje.
Slika 5.11: Prikaz uz vzdolž premice.
Slika 5.12: σzz komponenta napetostnega tenzorja.
Našo rešitev primerjamo z rešitvijo v Abaqusu. Ker smo v elastičnem območju ugo-
tovili, da večanje števila točk v poddomeni vidno ne izbolǰsa rešitve, smo tu uporabili
27 točk za lokalno aproksimacijo. Tu prikažemo porazdelitev napetosti po površini ter
plastične deformacije po površini kocke.
49
Rezultati
Slika 5.13: εpzz komponenta plastične deformacije.
Slika 5.14: σzz komponenta napetosti.
Ker v plastičnem območju rešujemo iterativno se tu zastavlja vprašanje koliko Newton-
Rhapshonovih iteracij potrebujemo za zagotovitev ustreznosti rešitve. Definiramo 4
različne izračune:
– 10 NR iteracij ter 9025 vseh točk (C1),
– 50 NR iteracij ter 9025 vseh točk (C2),
– 10 NR iteracij ter 17280 vseh točk (D1),
– 50 NR iteracij ter 17280 vseh točk (D2).
Najprej prikažemo pomike uz in sicer za primera C1 in C2. Kot vidimo se rešitve med
seboj dobro ujemajo.
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Slika 5.15: uz komponenta vektorja pomika.
Prikažimo napetost σzz za primera C1 in C2.
Slika 5.16: σzz komponenta napetosti za 9025 točk.
Kot vidimo se rešitvi v odvisnosti od števila uporabljenih NR iteracij bistveno ne
razlikujeta. Poglejmo še rešitvi za primera D1 in D2.
Slika 5.17: σzz komponenta napetosti za 17280 točk.
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Z večjim številom točk opazimo izbolǰsanje rešitve predvsem na robnih ploskvah ter
v notranjosti, kjer je napetost konstanta. Podajmo še primer za 50225 točk, ki je
prikazan na sliki 5.18.
Slika 5.18: σzz komponenta napetosti za 50225 točk.
Kot vidimo se rešitev lepo približa rešitvi iz Abaqusa, torej smatramo, da naš algoritem
z večanjem ŠDT konvergira k pravi rešitvi. Ugotovili smo, da številno NR iteracij
ne vpliva bistveno na končno rešitev. Ker se v nekaterih primerih lahko zgodi, da
rešitev divergira, to nadzorujemo z izbiro časovnega inkrementa, število NR iteracij pa
ohranimo 10.
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V magistrskem delu smo rešili naslednje raziskovalne naloge:
1. Predstavili smo osnovno teorijo elastomehanike ter jo nadgradili z izpeljavo kon-
ceptov plastičnosti začenǰsi z enoosnimi pojavi ter v nadaljevanju s splošnimi 3D
enačbami.
2. Enačbe plastičnosti smo zapisali za poseben primer von Mises-ovega modela z
linearnim izotropnim utrjevanjem.
3. Opisali smo lokalno kolokacijsko metodo z radialnimi baznimi funkcijami, s katero
rešujemo robne probleme. V nadaljevanju smo izpeljali koeficiente operatorja za
tri uporabljene operatorje.
4. Za potrebe reševanja sistema nelinearnih enačb smo predstavili Newton-Rhapsonovo
metodo na enostavnem zgledu reševanja iskanja ničel funkcije ter iskanja rešitve
sistema dveh enačb. Newton-Rhapsonovo metodo smo implementirali, tako da
lahko z njo rešujemo enačbe elasto-plastičnosti.
5. Časovno diskretizacijo smo zagotovili z implicitno Eulerjevo metodo, katero smo
predstavili v okviru predstavitve Eulerjevih metod. Samo metodo smo imple-
mentirali ter jo uporabili za reševanje konstitutivnih enačb elasto-plastičnosti.
6. Predstavili smo postopke za modeliranje elasto-plastičnosti na splošno ter v okviru
reševanja z lokalno kolokacijsko metodo z radialnimi baznimi funkcijami.
7. Izpeljali smo globalno togostno matriko v okviru LKMRBF.
8. Predstavili smo algoritem projekcije na najbližjo točko (APNT) s katerim rešujemo
lokalno iteracijo.
9. Opisali smo APNT za von Misesov model z linearnim izotropnim utrjevanjem.
10. Predpostavljene konstitutivne enačbe smo izpeljali ter implementirali v obliki
Voigtove pisave ter s tem poenostavili računsko zahtevnost algoritma.
11. Predstavili in implementirali smo algoritem s katerim lahko v okviru LKMRBF
rešujemo probleme elasto-plastičnosti.
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12. Algoritem smo verificirali na primeru enoosno obremenjene kocke ter rešitve pri-
merjali s komercialnim paketom Abaqus. Pri tem smo ugotovili ujemanje ter s
tem potrdili pravilnost delovanja algoritma.
V delu smo pokazali kako lahko brezmrežno LKMRBF uporabimo za reševanje pro-
blemov elasto-plastičnosti. Pokazali smo, da je metoda primerna za reševanje takih
problemov.
Predlogi za nadaljnje delo:
– preučitev razlogov za neujemanje napetosti,
– preučitev obnašanja metode na drugačnih geometrijah ter na ne-regularno postavlje-
nih točkah po domeni,
– preučitev pravilnosti delovanja še drugih tipov robnih pogojev,
– usposobitev programa za računanje z vključitvijo temperaturnih efektov.
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